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Com o seu “Philosophiae naturalis principia mathematica” (“Principios ma-
tematicos de filosofia natural”), publicado em 1687, Newton protagoniza um
dos mais importantes capitulos na historia da fisica ao promover a grande

transformagao intelectual que deu origem a ciéncia moderna.

O “Principia” esta dividido em trés partes ou livros: no Livro 1, Newton de-
senvolve os principios gerais da dindmica dos corpos em movimento. Nele,
aparecem as suas famosas trés leis; o Livro 2 trata da mecénica dos fluidos,
isto €, do movimento dos corpos em meios resistentes (liquidos e gases) e do
movimento desses meios; o Livro 3 aplica a mecanica newtoniana ao movi-

mento dos corpos celestes.

Este texto emerge em uma ciéncia agitada por uma nova postura filosofica.
As hierarquias e qualidades finalisticas e ocultas da filosofia natural aristoté-
lica ndo fazem mais sentido a discusséao. E nas leis da matéria em movimento
e do choque mecénico que se supde residir a chave para a compreensao de
todos os fendmenos. O artifice maior desta nova corrente de pensamento € o

filosofo e matematico francés René Descartes (1596-1650).

Assim, e como forma de resgatar o contexto historico que levou Newton as
suas leis, inicia-se o primeiro capitulo com uma discussao sucinta do me-
canicismo cartesiano, mostrando como Descartes estabelece o principio da
inércia (linear, “newtoniana”, e nao circular, galileana). Contudo, € a lei da
conservagao da quantidade de movimento, enunciada por Descartes a partir
do seu entendimento sobre como se deve investigar a ciéncia, € nao o prin-
cipio da inércia, que atrai o interesse dos cientistas do século XVII. O que,
afinal, se conserva em uma colisdo € a tdnica dos assuntos explorados neste
capitulo. Os estudos de alguns cientistas, nessa diregdo, terminam por esta-
belecer nogdes precursoras do moderno principio da transformagdo e con-
servagao da energia. A falta, ainda, de uma nogao clara do conceito de forga

(que vem com Newton) €, em ultima instancia, o que precipita estas idéias.

Demonstrando, experimentalmente, em que condigdes ocorre a conservagao
da quantidade de movimento em uma colisao, Newton identifica uma forca
com a taxa da variacdo temporal da quantidade de movimento de um corpo

(segunda lei) e conclui que as forgas envolvidas em um choque mecéanico pos-



suem a mesma intensidade, a mesma dire¢ao e sentidos opostos (terceira lei).

No capitulo 2, examina-se, didaticamente, a conservagao € a ndo conserva-

¢ao da quantidade de movimento em diversas sistemas fisicos.
O capitulo 3 atém-se, basicamente, a uma abordagem didatica da conserva-
¢do da energia. O desenvolvimento histérico desse tema extrapola os objeti-

vos do presente texto.

Os Autores



1 Sobre a questao da conservacao
da quantidade de movimento e da
“forca viva” em colisdes frontais e o
surgimento de uma nova dinamica







1 Sobre a questdo da conservacédo
da quantidade de movimento e da
“forca viva” em colisdes frontais
e o surgimento de uma nova
dinamica

Ao final deste capitulo, o aluno deverd ser capaz de:

e Analisar, cientifica e epistemologicamente, a proposi¢do
de Descartes relativa a conservagdo da quantidade de
movimento (ou momento linear) do mundo.

e Enunciar o principio da inércia, nos termos de Descartes.

e Examinar as contribuicoes e limitacoes dos estudos de
Wallis e de Huygens a choques perféeitamente ineldsticos
e eldasticos, respectivamente.

e Discutir qualitativa e quantitativamente os estudos
newtonianos sobre a conservagdo da quantidade de mo-
vimento em uma colisdo.

e Contrastar os conceitos de for¢ca de Leibiniz e de
Newton.

1.1 Introducao

As conquistas da ciéncia dos séculos XV e XVI preparam o espirito
cientifico do século XVII para uma ruptura definitiva com esquemas
conceituais ultrapassados. A fisica qualitativa, descritiva, compativel
com uma determinada maneira de ver o mundo, vai ser substituida
por uma fisica quantitativa e por um novo método na ciéncia; o mun-
do pré-newtoniano ainda persiste em se manter fechado, mas esta
para perder a sua carapaga delimitadora €, em um primeiro momen-
to, transformar-se em um universo, se nao infinito ao menos muito
extenso, sem limites definidos; as hierarquias do mundo aristotélico
nao fazem mais sentido; a suposta dicotomia das fisicas terrestre e
celeste insinua-se, cada vez mais intensamente, a idéia de uma tnica
Fisica capaz de reger os fendmenos em todos os dominios do univer-
s0; 0 proprio homem € obrigado a repensar muitos dos seus valores,
ao ver iminente o seu habitat natural deixar a iluséria posigao central
no cosmo para ser tao somente uma entidade entre um numero infin-
davel de outras entidades existentes em um universo sem fim.

Sobre a questdo da conservacdo da quantidade de movimento... 11



Figura 1.1 - René Descartes

E sob uma atmosfera de profundas transformagdes, na qual ja se en-
contram em andamento algumas mudancas significativas em relagao
as formas até entdo vigentes de entendimento e de representagao da
natureza e de seus fendmenos, que eclode uma nova filosofia da na-
tureza: o mecanicismo de René Descartes (1596-1650).

Basicamente, o0 mecanicismo cartesiano € uma filosofia que postula
que todos os fenOmenos naturais devem ser explicados pelas leis da
matéria em movimento. A matéria, em si, € inerte, passiva, liberta de
qualidades ocultas ou finalisticas. Resultam, assim, sem sentido, as
explicagoes da filosofia natural aristotélica.

Essa nova filosofia faz emergir uma fisica na qual aparece claramente
formulado o principio da inércia — uma inércia efetivamente linear e
nao ‘circular’, como a galileana — que resulta de um caso particular da
lei de conservagao da quantidade de movimento do mundo, proposta
por Descartes em termos metafisicos.

O interesse motivado pelo estudo das colisdes vai gerar importantes
estudos sobre o choque mecanico, dentre eles os de Newton, essen-
ciais para o estabelecimento das bases conceituais de uma nova di-
namica. Como um notavel subproduto dessas investigagoes, encon-
tram-se nog¢oes precursoras do moderno principio da transformagao
e conservagao da energia.

1.2 A verdade evidente em Descartes

Na elaboracao de seu sistema filosofico, se situa em uma
escola de pensamento que entende que a ‘fonte’ do conhecimento
esta na razao e nao nos sentidos. Desse modo, €le esta em completo
desacordo com a maxima aristotélica de que nao pode haver nenhum
conhecimento que nao tenha passado antes pelos 6rgaos dos senti-
dos. E a investigagdo das primeiras causas e dos verdadeiros princi-
pios que assegura a aquisi¢ao de conhecimentos genuinos.

Segundo Descartes, a verdade deve ser construida a partir de certezas
indubitaveis, de idéias e principios cujas caracteristicas fundamentais
sao a clareza e a evidéncia. Para isso, € necessario rejeitar todas as
coisas sobre as quais se possa ter alguma duvida, ficando-se apenas
com o conhecimento do qual se tem uma percep¢ao muito clara e
distinta.

12



As origens do erro remontam aos primeiros estagios do desenvolvi-
mento de um individuo. E muito importante té-las em mente, pelas suas
consequéncias. Conforme Descartes, sao quatro as causas do erro.

A primeira se encontra nos preconceitos adquiridos na infancia. Como
as estrelas no céu nao parecem iluminar mais do que as chamas das
velas, nao se acredita que elas possam ser maiores do que a ponta
da vela que arde. A idéia de uma Terra fixa e plana é outra nogao
corrente. Esses € muitos outros exemplos mostram que o numero de
preconceitos que o espirito abriga é tao grande e significativo que,
mesmo depois, quando € capaz de usar a razao com discernimento,
ainda continua acreditando em muitos deles:

Assim, a segunda causa do erro esta na dificuldade de se abandonar
conceitos bem sedimentados com o tempo, ainda que se entendam
as limitacoes de juizos previamente estabelecidos sem uma correta
fundamentagao.

Por outro lado, o espirito se cansa quando se volta para coisas distantes
das elaboradas a partir da experiéncia sensivel. Essa € a terceira causa
do erro. Como vai dizer Descartes, nao € através dos sentidos que se en-
tende a natureza do que quer que seja. E quando intervém a razao que
isso acontece. Portanto, “nao devemos estranhar que a maior parte dos
homens s6 apreenda as coisas muito confusamente, visto que sao pou-
cos 0s que estudam para a conduzir bem” (DESCARTES, 1995, p. 85).

A quarta causa do erro se deve as palavras que nao exprimem com
exatidao determinados pensamentos. Muitas vezes, os homens dao o
seu assentimento a termos que nao compreendem bem. Dai a impor-
téncia de distinguir as concepg¢oes que sao claras e distintas das que
sao confusas e desconhecidas.

Conforme ressalta Alexandre Koyré, para o sabio francés “a duvida €
a pedra de toque da verdade, o acido que dissolve os erros. Por isso,
ser-nos-a necessario torna-la tao forte quanto possivel e duvidar de
tudo sempre que possivel. SO entao teremos a certeza de conservar o
ouro puro da verdade” (KOYRE, 1963, p. 51).

13



Em um mundo onde tudo se mostra incerto, pelos questionamentos
no ambito da ciéncia e da fé, com o agonizar da hegemonia do conhe-
cimento aristotélico e o golpe desferido contra o antropocentrismo,
nada, em principio, é seguro. E exatamente a duvida que assola o
espirito que confere a Descartes uma certeza: a de que o primeiro e
mais certo conhecimento aquele que filosofa correta e ordenadamen-
te € penso, logo existo.

E na metafisica que Descartes vai buscar os fundamentos de uma
nova ciéncia. Na perseguicao desse ideal, ele tem claro a existéncia
de um Deus eterno, incorp6reo, onisciente, onipotente, infinito em sa-
bedoria e grandeza, fonte de toda a verdade e criador de todas as coi-
sas. Ele é a origem das idéias inatas que o homem possui. O proprio
Deus ¢ a primeira e a principal dessas idéias. O livre arbitrio assegura
a liberdade de pensamento e de acao indispensaveis ao exercicio do
espirito critico na busca da verdade.

Por certo, os homens da ciéncia se enganam ao formularem os seus co-
nhecimentos. Mas Deus nao € a causa desses erros. Eles ja foram devi-
damente codificados por Descartes, e decorrem de formas de agir equi-
vocadas, de julgamentos incapazes de separar o que € certo e distinto
do que resulta obscuro e confuso. Nao se erraria se fossem estabeleci-
dos juizos apenas sobre o que clara e distintamente se apreende.

A luz natural que Deus concedeu ao homem assegura a viabilidade
desse empreendimento. Devidamente utilizada, essa faculdade permi-
te discernir o verdadeiro do falso, e dessa forma evitar o erro, quando
ele se manifesta. Contudo, ndo cabe ao homem a procura das causas
finais, pois nao € crivel que um ser perfeito possa partilhar com um
ser imperfeito todos os designios de sua criagao.

Nestes termos, e para um espirito puro e atento, o objeto da intuigao
segura nao precisa ser deduzido de nenhuma outra coisa. Ele aparece
como uma verdade inquestionavel, capaz de desencadear a estrutura-
¢ao e o desenvolvimento de novos conhecimentos. O substrato mate-
rial que da suporte a esse empreendimento € a

. O método € o dedutivo, a partir (das consequéncias,
etc.) dos pressupostos basicos estabelecidos a priori.

Mas sera que os conhecimentos concebidos de acordo com essa filo-
sofia sdo necessariamente verdadeiros? Qual o critério ‘terreno’ para
julga-los? Em outras palavras, que papel tem a experimentagao na
confirmacgao ou refutagao de teorias cientificas? Afinal, nao € tao des-
cabido admitir que um possivel erro na concepg¢ao dos principios ge-
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rais dos quais derivam as leis possa se dever a falibilidade humana no
suposto ‘ato da revelagao’ e ndo a uma ‘trai¢ao de Deus'.

Para Descartes, a experimentagao tem, fundamentalmente, o papel
de corroborar teorias. Assim, “ele frequentemente desprezava os da-
dos empiricos apresentados por seus criticos” (ARAUJO, 1990, p. 42).
Explicando melhor: no curso de qualquer experimento, a identificagao
e coleta dos dados nao se processa ao acaso, ou seja, nao € obra de
uma mera catalogagao acritica. A selecao que precede e fundamenta
uma descri¢ao esta, ela propria, sujeita a interpretagoes carregadas
de teorias. Por isso, 0 que Descartes, na verdade, rejeitava era a critica
sem uma fundamentagao tedrica explicita.

O problema do péndulo esclarece com bastante propriedade o pensa-
mento de Descartes sobre esse assunto. Em resposta a uma indaga-
¢ao feita pelo médico holandés Isaac Beeckman (1588-1635),

De fato, “o empirismo puro nao leva a nada. Nem mesmo a experiéncia.
Porque toda a experiéncia supoe uma teoria prévia” (KOYRE, 1963, p. 31).

E dentro desse universo de idéias que se deve entender o principio
metafisico da conservagao da quantidade de movimento, admitido
por Descartes como uma verdade inquestionavel.

1.3 O principio da inércia

Para Descartes, a fisica tradicional esta morta. E até enterrada. O que
é preciso fazer € substitui-la por outra (KOYRE, 1986, p. 399). Uma fisi-
ca alternativa a de Aristoteles exige uma nova concep¢ao de matéria,
de movimento, de mundo.

Segundo Descartes, Deus dotou a natureza de leis “a semelhanca de

um rei que estabelece as leis em seu reino” (RIOJA in DESCARTES,
1991, p. 39). Mas as leis dos homens nao sao unicas e nem imutaveis. E

15



quanto as leis da natureza? Seriam elas universais, definitivas, capa-
zes de refletir a regularidade de fendmenos em um mundo passivel de
compreensao ao ser humano? Ou haveria uma outra forma de orga-
nizagao, muito mais complexa, com leis variaveis, talvez compativeis
com a interferéncia continua (ou periodica) do ‘legislador’?

A resposta de Descartes € clara: as leis da natureza sao leis matemati-
cas, imutaveis, que traduzem o modo regular e constante de seu cur-
so através do tempo. Uma vez consignadas por Deus a esta natureza,
permanecem eternas.

Com a’ ' a clareza de um método (o da
intuicao, seguido de dedugao, matematica) € uma filosofia mecani-
cista, Descartes comeca a estruturar a sua fisica. Nela, o conceito de
quantidade de movimento, definido como o produto da quantidade de
matéria de um corpo pela velocidade com a qual ele se acha animado,
desempenha um papel central.

Na ciéncia cartesiana, os atributos essenciais da matéria sao a exten-
sao e o movimento. O peso, a cor, 0 aroma, a dureza e outras qualida-
des que impressionam os sentidos nao pertencem a natureza da ma-
téria. Todo corpo € apenas uma substancia extensa em comprimento,
largura e profundidade.

A quantidade de matéria, ou massa, na fisica de Descartes, esta relacio-
nada a extensdo da matéria, isto €, a seu tamanho (volume). Dessa forma,
ao expressar que dois corpos de ‘massas’ € velocidades diferentes tém a
mesma quantidade de movimento ele o faz da seguinte maneira: “quando
uma parte da matéria se move duas vezes mais depressa do que outra —
sendo esta duas vezes maior do que a primeira — devemos pensar que ha
tanto movimento na menor como na maior” (DESCARTES, 2007, p. 77).

O conceito que Descartes tem de massa nao € o classico, ou newto-
niano, que relaciona a quantidade de matéria de um corpo com o seu
volume e a sua densidade (assim, dois corpos de substancias — densi-
dades - diferentes, animados de uma mesma velocidade e possuindo
as mesmas dimensoes, tém a mesma quantidade de movimento para
Descartes, mas nao para Newton). Contudo, para os fins da presente
discussao, essa diferenca nao € relevante, como também nao foi im-
portante a caracterizag¢ao precisa da massa quando J. Buridan (1300-
1358) definiu quantitativamente o impetus (identificado, em uma de
suas interpretagdes, com uma quantidade de movimento) como o
produto da ‘massa’ de um corpo pela sua velocidade. Certamente, o
conceito de massa de Buridan ndo era nem o de Descartes € nem o
que viria a ser utilizado depois, por Newton.

16



Entendendo a quantidade de movimento como uma grandeza esca-
lar, Descartes considera que a quantidade de movimento do Universo
nada mais € do que a soma das quantidades de movimento individu-
ais de todos os corpos existentes.

Para Descartes, a quantidade de movimento do mundo € constan-
te, pois ao criar a matéria Deus a dotou tanto de repouso quanto de
um movimento eterno e indestrutivel. O movimento € o repouso sao
interpretados, corretamente, como estados da matéria. Como, fisica-
mente, de acordo com o mecanicismo cartesiano, o contato e o cho-
que representam as unicas possibilidades de a¢ao entre dois corpos,
Descartes v€ no mecanismo das colisoes mudangas de quantidades
de movimento individuais, mas néo a total do universo.

Sao trés as leis atribuidas por Deus a natureza. As duas primeiras,
enunciadas no Principia philosophiae (Principios da filosofia), anteci-
pam a formulagao newtoniana do principio da inércia (DESCARTES,
2007, p. 77-78):

Ou seja, € pelo contato direto dos corpos uns com 0s outros que se mo-
dificam estados de repouso e de movimento da matéria. O movimento
nao € outra coisa sendo “a agao pela qual um corpo passa de um lugar
para outro”. Mas essa expressao do senso comum € pouco precisa e
portanto sujeita a interpretacoes que podem levar ao erro. A caracteri-
zagao cientifica do conceito diz que o movimento “é a translagao de uma
parte da matéria ou de um corpo da proximidade daqueles corpos que
estao em contato imedidato com ele, ou que consideramos em repouso,
para a proximidade de outros corpos” (DESCARTES, 2007, p. 70).

Nenhum objeto pode se mover, por si proprio, se estiver em repouso
e, tampouco, mudar, por si mesmo, 0 seu movimento, se estiver em
movimento. Na natureza, nenhum objeto altera o estado em que se
encontra a nao ser que seja forcado a isto por um outro corpo.

O mundo de Descartes € pleno, cheio. Ha matéria em toda a sua ex-
tensao. O vazio nao tem propriedades fisicas, nao tem dimensoes. Por
conseguinte, o nada, a auséncia de substancia, ndo pode existir. E a
matéria que da sentido ao conceito ou a idéia de espago. Extensao e
matéria estao indissoluvelmente ligados.

17



Mas se, para Descartes, um espago em que nao ha absolutamente
nenhum corpo repugna a razao, como € possivel conciliar essa recusa
do vazio com a lei da inércia?

Considerando a questao do porqué de os corpos arremessados conti-
nuarem a se mover apos perderem o contato com o projetor, Descar-
tes escreve que:

Por conseguinte, a primeira lei da natureza seria verificada se nao
houvesse nenhuma resisténcia a um movimento. Em um mundo
cheio, rigorosamente, nao ha lugar para movimentos retilineos com
velocidade constante. Isso obriga Descartes a distinguir “entre os mo-
vimentos a que os corpos tendem e o movimento que efetivamente
realizam. Ou seja, entre a tendéncia do movimento € 0 movimento
mesmo” (DESCARTES, 1991,p. 112).

Em Le monde (O mundo), ele ilustra a esséncia dessa idéia através de
dois exemplos, primeiro ao se referir ao giro de uma roda sobre o seu
eixo e depois a rotagao de uma pedra em uma funda. Nesses siste-
mas, cada elemento constrangido a se movimentar em uma trajetéria
circular tem a tendéncia de se deslocar segundo a diregao especifica-
da por uma tangente a curva que descreve.

No caso da roda,
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Conforme Descartes:

Portanto, sao os vinculos existentes entre 0s corpos ou as partes de
um mesmo sistema e as constantes colisoes em um mundo cartesia-
no que ndo admite o vazio que tornam o movimento retilineo com
velocidade constante inexequivel, na pratica.

A terceira lei se refere a transferéncia de movimento ou, mais espe-
cificamente, da quantidade de movimento, de um corpo a outro em
uma colisao:

Conforme Descartes, quando um corpo duro incide sobre outro maior,
duro e fixo, ele nao perde nenhum movimento — é apenas “repelido
para o lado de onde veio”, se o choque € frontal. “Mas se o corpo que
encontra € mole, para imediatamente porque lhe transmite todo o seu
movimento.” (DESCARTES, 2007, p. 79-80)

A partir da terceira lei, sob a égide do principio da conservagao da
quantidade de movimento, Descartes deriva sete regras para o cho-
que mecanico - todas, com excegao de uma, falsas, ja que Descartes
nao intui o carater vetorial da quantidade de movimento. (GOEHRING,
1975; DESCARTES, 2007, p. 82-85)

1.4 Quantidade de movimento: uma grandeza
vetorial

Para uma maior agilidade e clareza na apresentagao e discussao dos

conteudos abordados nas proximas secgoes, torna-se explicita a na-
tureza vetorial da velocidade e da quantidade de movimento de um
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Figura 1.2 - John Wallis (1616-
1703)

corpo, introduzindo nota¢do matematica pertinente, moderna. E im-
portante destacar que o conceito de vetor nao se encontra formal-
mente expresso nem mesmo na fisica newtoniana, muito embora se
possa fortemente sentir a esséncia da sua conceituagao no carater de
direcionalidade, contido na segunda lei, e na especificagao da agao re-
ciproca de dois corpos, presente na terceira lei. Assume-se, também,
a definicao newtoniana de massa, que relaciona esta propriedade da
matéria com o volume e a densidade de um corpo, bem como a pro-
porcionalidade entre peso e massa.

A quantidade de movimento (ou momento linear) de um corpo, ma-
tematicamente expressa através do produto massa x velocidade, é
uma grandeza vetorial, ja que, como se sabe da algebra vetorial, do
produto entre um escalar e um vetor resulta um vetor. Como a mas-
sa de um corpo € sempre positiva, a relagdo p = mv indica que p e
v possuem sempre a mesma dire¢dao e sentido. Esta € a concepgao
moderna da quantidade de movimento. E sob este referencial que se
deve avaliar o pensamento de alguns cientistas sobre a questao da
conservagao ou nao desta grandeza fisica em processos de colisao,
apresentado a seguir.

1.5 Choque perfeitamente inelastico

E com base na lei da conservacdo da quantidade de movimento que
0 matematico inglés, , estabelece equagoes
para colisoes frontais nas quais os objetos seguem juntos depois do
choque (CARVALHO, 1989). Uma colisdo em que 0s corpos perma-
necem juntos ap6s o impacto € denominada colisao perfeitamente
inelastica.

Sem distinguir peso e massa, Wallis relaciona as velocidades antes (v,
e v,) e depois (v) do choque, para a situacao na qual dois objetos se
movem na mesma dire¢ao e sentido antes do impacto, seguindo jun-
tos apos o mesmo (figura 1.3), através do seguinte equacionamento:

P1V1+P2V2:(])1 +P2)V (1)
do qual segue que:

V_RW+%W
B+P
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— —

m,—>V; m,—>Vv,

antes da colisdo

—

m,|m,—>V

depois da colisao

Figura 1.3 - Colisdo perfeitamente inelastica entre dois objetos que se movem na
mesma direcdo e sentido (v, >v,) . A quantidade de movimento do sistema antes da
colisdo, expressa por my vy +nmy vy é igual a quantidade de movimento do sistema
depois do choque, (m, + m,)v. Assim, a velocidade dos corpos apds o impacto, em
MM ¥ M2 Como se observa, multiplicando o numerador
my +my,
e o denominador desta equacdo por uma mesma constante, g, e identificando, ante-
cipadamente, a grandeza mg como o peso de um corpo, obtém-se a velocidade que

Wallis estabelece para esta colisdo (eq.(2)), atestando o acerto de seu raciocinio.

forma escalar, resulta v =

Para o caso em que 0s objetos se movimentam em sentidos opostos
antes da colisao (figural.4), resulta:

Pvi—Bv,=(F+PB)v (3)
ou
A+P
m,F—>, v, < m,

antes da colisao

—

m] mZ v

depois da colisao

Figura 1.4 - Colisdo perfeitamente inelastica entre dois objetos que se movem em sen-
tidos opostos. As quantidades de movimento do sistema antes e depois da colisdo sao
iguais. Nesse caso, de acordo com a orientacdo do referencial escolhido, a velocidade
mv —myvy, By - By
my +my B B+P '

com que os corpos se movimentam depois do impacto é v =

Os produtos Av; e By, diferem em sinal porque Wallis atribui a velo-
cidade v; um valor positivo € a v, um valor negativo pelo fato dos ob-
jetos se deslocarem em sentidos opostos antes da colisdao. De acordo
com Wallis, e ao contrario do que pensava Descartes, a quantidade
de movimento de um corpo nem sempre € positiva. O sentido do mo-
vimento representa mais uma variavel que precisa ser explicitamente
considerada ao se postular a conservac¢ao da quantidade de movi-
mento em uma colisao entre dois corpos.
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Figura 1.5 - Christiaan Huy-
gens (1629-1695).

Em linguagem moderna, o sinal negativo na eq. (3) resulta da natu-
reza vetorial da velocidade e, consequentemente, da quantidade de
movimento.

1.6 Choque elastico

Uma outra importante abordagem ao choque mecéanico foi desenvolvi-
da pelo matematico, fisico e astrdbnomo holandés )
O trabalho de Huygens, envolvendo colisoes elasticas unidimensio-
nais (isto €, colisdes entre objetos “duros”), tem como ponto de partida
trés hipoteses basicas.

A primeira dessas hipéteses € o principio da inércia, nos termos de
Descartes.

Em sua segunda hipotese, Huygens refere-se ao tipo de colisao que
sera objeto de seus estudos, caracterizando-a para o caso particular
de choque entre corpos de massas iguais: quando dois corpos idénti-
cos colidem frontal e elasticamente um com o outro, com velocidades
iguais e opostas, €eles conservam as velocidades que tinham antes do
choque, com sinais contrarios (figura 1.6).

mpFE—>YV -y €—— m
antes da colisao 0 X
-V «<——m m——>YV

depois da colisao

Figura 1.6 - Choque eléstico frontal entre dois objetos idénticos que se movimentam
em sentidos opostos. Apds a colisdo, eles se deslocam com velocidades originais in-
vertidas, havendo a conservacao da quantidade de movimento do sistema.

A relatividade dos movimentos, ressaltada por Huygens em sua tercei-
ra hipotese, abre-lhe a perspectiva de analise de uma mesma colisao
sob a oOtica de diferentes observadores. Para desenvolver esta idéia
ele faz uso da equivaléncia (dindmica) dos estados de repouso e de
movimento retilineo uniforme, assegurada pelo principio da inércia.
Huygens entao considera que a colisao, mencionada em sua segunda
hipétese, ocorra dentro de um barco que se movimenta suavemente
em rela¢ao a praia. O que concluiria, sobre esta colisao, um observa-
dor na margem (Observador 2), que visse o barco se movimentar na
direcao do movimento dos objetos com velocidade em modulo igual a
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que o observador dentro do barco (Observador 1) atribui aos objetos
(figura 1.7)?

Nesse caso, o Observador 2 veria um objeto com velocidade 2v cho-
car-se com outro, idéntico, em repouso. Apos o impacto, as situacoes
de repouso e de movimento dos objetos se inverteriam, seguindo
com velocidade 2v aquele que estava parado € permanecendo parado
aquele que estava em movimento.

Observador 1 .

~ < PN

—Ve isa
Ve e antes da colisdo

v depois da colisio

*—>2y

*V =0 antes da colisa
V=0 olisdo

*—>2v depois da colisio

Figura 1.7 - Colisdo frontal e elastica entre dois objetos idénticos situados em um
barco, que se movimenta com velocidade v em relacdo a margem, vista por dois
diferentes observadores: um parado no barco (a) e outro na margem (b). Todos os
movimentos ocorrem segundo uma mesma direcdo.

Desta forma, conclui Huygens, generalizando, quando um corpo coli-
de elastica e frontalmente com outro de igual tamanho (mesma mas-
sa) que se encontra em repouso, 0 COrpo que estava em movimen-
to fica em repouso € o corpo que estava inicialmente em repouso
adquire a velocidade daquele que se encontrava, originalmente, em
movimento.

Ajustando, convenientemente, a velocidade do barco que se movi-
menta suavemente pelos canais holandeses em suas experiéncias de
pensamento, a fim de analisar uma determinada colisao sob o ponto
de vista de diferentes observadores, e fazendo novas hipoteses para
tratar o choque elastico entre objetos de massas diferentes (por exem-
plo, quando um corpo de massa maior colide elasticamente com ou-
tro menor que se encontra em repouso ele o coloca em movimento,
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perdendo parte de seu movimento etc.), Huygens da sequéncia a seu
trabalho (WESTFALL, 1990, cap. VII; GOEHRING, 1975).

Um importante resultado que obtém diz respeito as velocidades re-
lativas entre os objetos antes e depois da colisdo. Um resultado que
termina por caracterizar uma colisao elastica unidimensional na for-
ma como hoje € aceita: em uma colisao elastica unidimensional entre
dois objetos de qualquer massa, as velocidades relativas de aproxima-
¢ao e de afastamento dos objetos sao iguais.

De um modo geral, no entanto, para Huygens a quantidade de movi-
mento ndo se conserva durante as colisoes (segundo ele, quando a
colisao envolve corpos idénticos, contudo, ela sempre se conserva,
em qualquer sistema de referéncia). Ele também a considera como
uma grandeza escalar (CARVALHO, 1989; GOEHRING, 1975) destitui-
da, portanto, de dire¢ao e sentido. No caso da situagao mostrada na
figura 1.7, o seu Observador 1 afirmaria, corretamente, que ha conser-
vagao da quantidade de movimento do sistema, mas erraria ao espe-
cificar como 2myv, € ndo zero, o seu valor antes e depois da colisao.

O que, segundo Huygens, se conserva em uma colisao elastica, em
qualquer sistema de referéncia, € a soma dos produtos das massas
dos corpos pelos quadrados de suas respectivas velocidades (isto €,
mv; +m,v; = constante). A menos do fator 1/2 em cada termo, esta
conservacgao, que para Huygens nao tinha um maior significado fisi-
Co, representa a conservacao da energia cinética do sistema antes e
apos a colisao. Mas a idéia de uma energia (nos termos de hoje) asso-
ciada ao movimento de um corpo so sera estabelecida mais adiante.

Um exemplo que ilustra muito bem esta ultima conclusao de Huygens
€ 0 que envolve uma colisdo entre duas massas pendulares duras (de
madeira ou de vidro, por exemplo). Assim, sejam 4 e B duas esferas
idénticas, uma ao lado da outra, suspensas verticalmente por fios de
iguais comprimentos (figura 1.8a). Deslocando-se a esfera 4 até uma
certa altura e soltando-a (figura 1.8b), verifica-se que ela fica imovel
depois de se chocar contra a esfera B, enquanto esta se eleva a altura
da qual A4 foi liberada (figura 1.8c). A igualdade das alturas inicial de 4
e final de B indica que a velocidade da esfera 4 antes do choque foi
integralmente transferida a esfera B. Isto, naturalmente, esta de acor-
do com o que prevé Huygens para o caso de um choque elastico entre
dois corpos idénticos no qual um deles se encontra em repouso antes
da colisao: ap6s o impacto as situagoes de repouso € de movimento se
invertem, parando o que estava em movimento e se movimentando
com a velocidade do corpo incidente aquele que se encontrava parado.
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Quando as duas esferas colidem novamente (figura 1.8d) a situagao se
inverte: B fica parada e 4 atinge praticamente a mesma altura a qual
foi inicialmente solta (figura 1.8€).

Figura 1.8 - Choque elastico entre duas massas pendulares.

De fato, colisdes entre esferas de aco, de vidro, de madeira dura etc.,
isto €, entre objetos duros podem ser consideradas, na pratica, como
exemplos de colisao elastica, desde que nao sejam violentas a ponto
de danificar os corpos. Para este tipo de colisdao, a soma dos produtos
das massas dos corpos pelos quadrados de suas respectivas velocida-
des ap0Os o impacto € tipicamente da ordem de 96% do seu valor antes
da colisao (HOLTON; RUTHERFORD; WATSON, 1980, p. 23).

Um outro exemplo que ilustra ainda melhor uma colisao elastica € o
que envolve o choque entre discos magnéticos em uma mesa de ar.
Neste caso, os corpos dotados de imas, que se repelem mutuamente,
colidem sem se tocarem. A funcao da mesa de ar é a de reduzir a ni-
veis despreziveis o atrito no movimento horizontal dos objetos.

1.7 A medida de uma “forc¢a”

A partir de Descartes, Kepler e Galileu, a matematizagao de conceitos
e leis fisicas se torna uma exigéncia basica para a compreensao do
mundo fisico. Contudo, ainda inexiste uma definicao quantitativa (de
consenso) para o conceito de forga.

As forgas envolvidas no choque mecanico entre dois objetos mos-
tram-se tdo mais intensas quanto maiores sdo as massas € as ve-
locidades dos corpos que colidem. O senso comum também indica
que € atraves de for¢as que os objetos sao colocados € mantidos em
movimento. Assim, parecia, para alguns, bastante natural considerar
a quantidade de movimento de um corpo como uma expressao da
“for¢a” que o corpo tinha ou era capaz de produzir.

O fil6sofo e matematico alemao se opOs a

idéia de medir a “for¢a de um corpo” por sua quantidade de movimen-
to. Com isso, o conceito de forca sofre uma radical transformacao.
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A sua teoria abriga os conceitos de “for¢a viva” e “for¢ca morta”. Um
objeto em movimento possui uma “for¢a viva” (“vis viva”), distinta-
mente de outro, em repouso, que € dotado de uma “for¢a morta” (“vis
mortua”). A transformacao de uma “forca morta” em uma “forca viva”
¢ perfeitamente possivel, como se observa, por exemplo, ao se soltar
um objeto de uma certa altura; e vice-versa, quando um projétil sobe.

De acordo com Leibniz, a “for¢a de um corpo” deve ser proporcional
a sua quantidade de matéria e, também, depender da sua velocidade,
embora nao necessariamente da primeira poténcia desta velocidade.
Assim, denotando-se por m a massa do corpo e por f(v) uma fungao
de velocidade que precisa ser determinada, tem-se, como uma medi-
da da “forga, F', de um corpo” a expressao:

F = mf). (5)

A fim de determinar f'(v), Leibniz desenvolve, basicamente, o seguin-
te raciocinio (JAMMER, 1957, p. 163-164; LEIBNIZ, 1991, p. 3-8): Para
erguer um corpo 4, de massa m, = m a uma altura h, = 4h, faz-se
a mesma “for¢a” que para erguer um corpo B, de massa my = 4m, a
uma altura hg = h (figura 1.10). Analogamente, estas mesmas “for¢as”
estarao presentes na queda dos corpos, apos terem percorrido estas
mesmas distancias. Assim, pode-se escrever que:

m, f(VA) = my f(VB). (6)

4h

B o, 4m
h

Figura 1.10 - Segundo Leibniz, sdo iguais as “forcas” necessarias para erguer as massas
m e 4m, respectivamente, as alturas 44 e h. Assim como sdo também iguais as “forcas”
produzidas por estes objetos ao se chocarem contra o solo, em suas quedas.

De acordo com Galileu, a velocidade de um objeto em queda livre € a
distancia por ele percorrida estao relacionadas pela equagao:

v oo d. (7)

Para os corpos A4 e B tém-se, entao, que:

Voo 4h ®)
c
v o h. )
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Dividindo (8) por (9), obtém-se:
(L) = 4,
Vp

v, = 2v,. (10)

De (10) em (6), tornando explicita a relagao entre as massas, resulta:

S@vg) = 4f(vp). (11)

De acordo com a eq. (11), € quadratica a fun¢ao de velocidade da qual
depende a “forca de um corpo”, isto €:

Fv) o< v (12)
De fato, a partir da relagao (12), pode-se escrever:

fv,) o vi, (13)
f(Q2v,) o« 4v;. (14)

Dividindo-se (14) por (13), tem-se:
S Q2vy)

S ()

ou
FQ@vy) = 4f(vy), (15)

que reproduz a eq.(11).

>

Desse modo, o que se constitui na medida de uma “for¢a” para
Leibniz, a menos de uma constante, é o produto mv*, ja que de (12)
em (5) resulta:

F o mvz.

(16)
Essa argumentacao de Leibniz coloca novamente em evidéncia uma
expressdo matematica que com o fator 1/2 representard, a partir de
meados do século XVIII, a energia cinética de um corpo. O que Leib-
niz chama de “for¢a de um corpo” esta, na verdade, bem proximo do
que hoje se denomina energia cinética.

1.8 A conservacao da “forca viva”

Em uma colisdo elastica, como se viu nos estudos de Huygens, a
soma dos produtos das massas dos corpos pelos quadrados de suas
velocidades € constante; em linguagem moderna, as energias cinéti-
cas antes e depois do choque sdo iguais. Quando isto nao ocorre € 0s
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corpos seguem separados ap0Os o impacto, a colisao recebe o nome
de colisao inelastica (ou semi-elastica, parcialmente elastica).

A perda de movimento (isto €, de energia cinética) em uma colisao
inelastica (e também em uma colisao perfeitamente inelastica, onde
esta perda € maxima) sO pode ser inteiramente entendida dentro de
um novo quadro conceitual, em que a grandeza fisica energia desem-
penha um papel central. Este assunto, a propoésito, sera objeto de estu-
do especifico em um outro momento. Mesmo assim, faz-se necessaria
uma rapida incursao neste novo dominio do conhecimento fisico a fim
de concluir o pensamento de Leibniz sobre o choque mecéanico.

Para Leibniz, a quantidade de forca que existe no Universo é cons-
tante (assim como para Descartes isto ocorre com relagao a quan-
tidade de movimento). Esta sua concepgao pressupoe um Universo
que “funciona” sem a interferéncia de agentes estranhos a ele, isto ¢,
sem a influéncia de entidades divinas, uma idéia que hoje é aceita de
forma indiscutivel no meio cientifico, mas que no século XVII ainda
enfrentava resisténcias. Mas Leibniz vai mais longe ainda ao afirmar
que a quantidade de “for¢a” se conserva em qualquer colisao!

A conservagao da “for¢a viva” em um choque elastico de dois corpos
de massas m, € m, pode ser facilmente entendida a partir da relagao:
F o my’

e do resultado encontrado por Huygens,
m1v12 + m2v§ = mlvl2 + m2v22 = constante, (17)

para este tipo de choque. Assim, de fato,

Mas e quanto a uma colisdo inelastica, onde a perda de movimento e,
por conseguinte, de “for¢a”, nos termos de Leibniz, € evidente?

Colisdes inelasticas sdo apenas fendmenos macroscopicos onde a
perda de “for¢a” € apenas aparente, explica Leibniz. Quando dois cor-
pos macios ou nao elasticos colidem nao ha perda de “for¢a”, porque
parte da “for¢a” dos corpos € espalhada entre as suas pequenas partes
(isto €, entre as suas moléculas). Pode-se entender essa explicagao de
Leibniz (na verdade, pura especulagao, pois ele nao tinha como com-
prova-la) como precursora do moderno principio da transformacao
da energia que, aplicado ao caso de uma colisao inelastica, relaciona
o decrescimo de energia cinética ao aumento da energia interna (e,
consequentemente, da temperatura) dos corpos que colidem (JAM-
MER, 1957, p. 163-164).
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Por outro lado, a transformacao de uma “forga viva” em uma “forga
morta” e de uma “for¢a morta” em uma “forga viva”, como a que ocor-
re nos movimentos de subida e de descida de um projétil, traz consi-
go a idéia de transformagao do movimento em alguma outra coisa e
desta em movimento novamente. A “for¢a viva” que “impulsiona” o
projétil ndo se perde. Ela, de alguma forma, € “armazenada” na subida
e progressivamente “recuperada”’ na descida, até atingir o seu valor
inicial quando o projétil retorna ao ponto de langamento. Novamente
aqui, pode-se ver, em estado latente, as primeiras sementes de uma
idéia que, refinada e, fazendo parte de um soélido e poderoso qua-
dro conceitual, mais tarde, evidenciara relagoes de transformacao de
energia cinética em energia potencial gravitacional e vice-versa.

1.9 A conservacao da quantidade de movimento em
uma colisao: os estudos newtonianos

Considerando, entre outros, os resultados de Wallis e Huyghens sobre
o choque mecanico como relevantes e digno de registro, mas perce-
bendo que o tema exigia um tratamento tedrico e experimental ade-
quado as condigdes reais envolvidas em um choque,

decidiu investigar este assunto em toda a sua extensao,
levando em conta tanto a resisténcia do ar como a elasticidade dos
corpos envolvidos. Para isso, recorreu ao péndulo, estudando experi-
mentalmente diversas situagoes de colisao frontal entre objetos esfé-
ricos macios, duros, iguais e diferentes.

Depois de mostrar como encontrar as velocidades de duas massas
pendulares imediatamente antes e depois de uma colisao, Newton
comenta os resultados que obtém a partir de uma série de experi-
mentos:

Em linguagem moderna, o que Newton conclui com as suas experi-
éncias €é que, em um choque frontal entre duas massas pendulares A4
e B, as variagdes das quantidades de movimento de cada corpo antes
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e depois de choque sao sempre iguais e opostas, isto €,
Ap 4 =—Apg. (19)

As trés experiéncias apresentadas a seguir (Id, 1990, p. 26-27) com-
provam esta relacdo. Nelas, as grandezas p 4 € P , de um lado, e
p Ay e pp., de outro, representam, respectivamente, as quantidades
de movimento de duas esferas 4 e B imediatamente antes e imediata-
mente apos a colisao frontal entre elas.

Experiéncia 1: “Se uma massa pendular, A4, incide com 9 partes de
movimento [isto €, com uma quantidade de movimento de 9 unidades]
sobre uma outra, B, que se encontra em repouso € nesta colisdao perder 7
partes [ou seja, 7 unidades da sua quantidade de movimento original],
ela continua o seu movimento com 2, enquanto a outra se desloca com
7 partes.” (figura 1.12)

:‘3" ﬁAi: o ﬁAf: 21
A B Ps~ Oi pr_ 7i
9 partes oO___% 2 pa?t>es 7 parfes
(a) (b)
AﬁA :ﬁAf _ﬁAi :2;—9; :—7;
Apy =—-App.

AﬁB :ﬁBf _ﬁBi :7;—0227;

Figura 1.12 - Colisdo frontal de uma massa pendular em movimento com outra que se
encontra em repouso. Situacdo imediatamente antes do choque (a) e imediatamente
ap6s o impacto (b) e a comprovacao da relacdo Ap, =-Ap, .

Experiéncia 2: “Se 0s corpos concorressem com movimentos contrd-
rios, A com 12 partes de movimento e B com 6, entdo, se A retrocedesse
com 2, B recuaria com 8, havendo uma variagdo de 14 partes de movi-
mento de cada lado. Pois subtraindo 12 partes do movimento de A, nada
restard;, mas subtraindo 2 partes mais, um movimento de 2 partes serd
gerado na dire¢do [sentido] contrdria; €, assim, subtraindo 14 partes do
movimento do corpo B, que era de 6 partes, é gerado um movimento de
8 partes na dire¢do [sentido] contrdria.” (figura 1.13)
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— «— o X
12 partes 6 partes —>" 2partes 8 partes
(a) (b)

AP, =P, D, =20 —12i ==14i
- — - ApA =_ApB
Aby =Dy, — Py, =81 —(=61) =14i

Figura 1.13 - Choque frontal entre duas esferas que se movimentam em sentidos
opostos. Situacdo imediatamente antes do impacto (a) e imediatamente ap6és a coli-
sdo (b), e a comprovacao da relacdo Ap, =-Ap, .

Experiéncia 3: “Mas se ambos 0s corpos se movessem na mesma di-
regdo [sentido], sendo A o mais rdapido, com 14 partes de movimento, ¢
B 0 mais lento, com 5, e apos a reflexdo [impacto] A seguisse com 5, B
prosseguiria com 14 partes, sendo 9 partes transferidas de A para B .”
(figura 1.14)

?5/41_:]41:> ﬁAf: 5;
KB AT KB P
_— - - —
14 partes 5 partes O——* 5 partes 14 partes
(@) (b)
Ap,=p, —P, =5 —14i =-9i
Ap,=—Apy.

ADy = Dy, — Py, =14i -5i =9i
Figura 1.14 - Colisdo frontal entre duas esferas que se deslocam no mesmo senti-

do no momento do choque. Situacdo imediatamente antes (a) e imediatamente
ap6s (b) do impacto e a comprovacdo da relacdo Ap, =—Ap,.

A eq (19), portanto, expressa a conservagao da quantidade de movimen-
to de dois corpos em uma colisao frontal. Reescrevendo-a, resulta:
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EA,, _ﬁA, = _(ﬁBf_ﬁBi)a

Z?A/ +l_53/ = l_jA/ +l_53,,' (20)

1.10 Revisitando a concepc¢ao classica de forca

Os experimentos de Newton com o péndulo evidenciam que a varia-
¢ao da quantidade de movimento de uma massa pendular 4 , em um
processo de colisao com uma outra, B, se deve a agao de uma forca
exercida por B sobre A e vice-versa. Como as variagoes das quanti-
dades de movimento dos dois corpos sao iguais e opostas, € licito
pensar que também sejam iguais e opostas as for¢as envolvidas no
choque.

Designando, respectivamente, por Ap , € App as variacdes das quan-
tidades de movimento de duas massas pendulares 4 e B, devido a um
processo de colisao entre ambas, pode-se escrever, de acordo com a
€q. (19), que:

Ap 4 =—App. (21

Dividindo-se ambos os membros desta igualdade por At intervalo
de tempo durante o qual os dois corpos exercem agoes reciprocas,
resulta:

A5 -

Apa__App 22)
At At

Calculando o limite para At — 0, segue que:
. AﬁA _ . AﬁB

LUIVEVES vl (VA v

@ = — %. (23)
dt dt

Esta relagao indica que a taxa de variagao com o tempo da quantida-
de de movimento do corpo 4 € igual e oposta a taxa de variagao com
o tempo da quantidade de movimento do corpo B.

Identificando a variagao temporal da quantidade de movimento de um
corpo como a forga (liquida, resultante) sobre ele (conforme Newton,
“a variagdo do movimento € proporcional d for¢a motora impressa e tem
a diregdo desta for¢a” (1d, p. 15-16)),

P- P (24)
dr
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em notagao moderna, constata-se que o primeiro termo da eq. (23)
nada mais € do que a forca exercida pelo corpo B sobre o corpo 4
(F, »4) € que o segundo termo representa a forca que 4 exerce em B
(17“ "z)- Ou seja, a partir das relagoes (23) e (24) tem-se que:

F,=—-F,,. (25)

Com a “doutrina da verdade evidente”, a clareza de um método e uma
filosofia mecanicista, Descartes enuncia a conservagao da quantida-
de de movimento do mundo. Interpretando o repouso € 0 movimento
como estados da matéria, ele v€ no mecanismo das colisdes apenas
alteragoes de quantidades de movimento individuais, mas nao da to-
tal do universo. Assim, o principio da inércia — uma inércia efetiva-
mente linear e nao “circular”, como a galileana - surge como um caso
particular desta lei.

A proposi¢ao metafisica de Descartes abre a investigacao o estudo do
que realmente se conserva em um choque mecanico.

Analisando colisoes frontais, nas quais 0s objetos permanecem jun-
tos apos o choque, Wallis estabelece corretamente a conservagao da
quantidade de movimento para esses sistemas (sem distinguir peso
€ massa).

Huygens estuda o choque elastico. Conclui que, em qualquer siste-
ma de referéncia, a soma dos produtos das massas dos corpos pe-
los quadrados de suas respectivas velocidades € constante (isto €,
mv; +m,v; = constante). De um modo geral, no entanto, para Huy-
gens a quantidade de movimento nao se conserva durante as coli-
soes. Ele a considera como uma grandeza escalar, destituida, portan-
to, de diregao e sentido.

Segundo Leibniz, a quantidade de “for¢a” que existe no universo €
constante. E esta quantidade se conserva em qualquer colisao. Coli-
soes inelasticas sao fendbmenos macroscopicos onde a perda de “for-
¢a” &€ apenas aparente. O que Leibniz chama de “for¢a de um corpo”
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esta bem proximo do que hoje se denomina energia cinética. Por ou-
tro lado, a transformacao de uma “forca viva” em uma “forga morta”
e de uma “for¢ca morta” em uma “for¢a viva”, como a que ocorre nos
movimentos de subida e de descida de um projétil, traz consigo a id€ia
de transformagao do movimento em alguma outra coisa e desta em
movimento novamente. Em estado latente, pode-se ver nessas con-
cepgoes as primeiras sementes de uma idéia que, refinada e fazendo
parte de um solido e poderoso quadro conceitual, mais tarde, evi-
denciara relagdes de transformagao de energia cinética em energia
potencial gravitacional e vice-versa.

A luz de suas convicgdes tedricas, estudando experimentalmente
diversas situagdes de colisao frontal entre duas massas pendulares,
Newton conclui que as varia¢oes das quantidades de movimento de
cada massa sao iguais e opostas, e que também sao iguais e opostas
as for¢as envolvidas no choque. Identificando a variagao temporal da
quantidade de movimento de um corpo como a forga (liquida, resul-
tante) sobre ele (conforme Newton, a variagdo do movimento é propor-
cional d for¢ca motora impressa e tem a dire¢do desta forga) resultam,
entao, expressas a segunda € a terceira leis.
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Ao final deste capitulo, o aluno deverd ser capaz de:

e Conceituar centro de massa.

e Calcular a posi¢do do centro de massa de um sistema
de particulas.

e Conceituar choque eldstico, ineldstico e perfeitamen-
te ineldstico.

e Definir impulso de uma forga.

e Relacionar a variagdo do momento linear de um cor-
po com o impulso da for¢a resultante sobre ele.

e Aplicar a conservagdo do momento linear de um sis-
tema a resolugdo de problemas e questoes.

e Identificar em que condigées hd conservagdo do mo-
mento linear de um sistema.

2.1 Introdugao

O capitulo 1 mostrou como, a partir da idéia metafisica da conser-
vagao do momento linear do mundo, proposta por Descartes, e do
interesse que o estudo das colisdes despertou entre os estudiosos do
século XVII, a luz da filosofia mecanicista, se chegou a concepg¢ao
classica de forca € as trés leis de Newton.

Neste capitulo, a partir do referencial newtoniano, examina-se que
condi¢ao basica deve satisfazer um sistema de corpos em translagao
para que o seu momento linear permaneca inalterado com o tempo.
Através da proposicao e analise de diversas situagdes-problema en-
volvendo a conservagao e, também, a ndo conservagao desta grande-
za fisica, procura-se facilitar a compreensao do estudante em relagao
a esse importante tema.

2.2 Quando se conserva o momento linear de um
sistema qualquer?

Para responder a esta pergunta, considere, inicialmente, um sistema
fechado constituido por trés corpos que interagem entre si € com ou-
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tros corpos situados em sua vizinhanga imediata. A fim de minimizar
0s aspectos de abstracao, suponha que estes corpos sejam cargas
elétricas, as quais se conferem, arbitrariamente, valores positivos ou
negativos, como mostra a figura 2.1.

y

Figura 2.1 - Disposicdo espacial, em um certo instante, de um conjunto de 7 cargas
elétricas em interacdo: q,, 4,, € g, constituem o sistema objeto de descricdo fisica; g,
g -4, sdo cargas externas ao sistema.

A figura 2.2 explicita as que as cargas do sistema fazem umas
sobre as outras. Elas sao chamadas de forcas internas.

Figura 2.2 - Forcas existentes entre as cargas do sistema. 17"“ (i+#j) éaforcaquea
carga I exerce sobre a carga . Pela terceira lei de Newton, tem-se que F, = -F

i Jit
A figura 2.3, por outro lado, mostra as interagoes de cada uma das
cargas do sistema com as cargas elétricas externas a ele. Neste caso,
as forgas que agem sobre ¢,, g, € g, sao forgas externas.

O momento linear do sistema (13), em cada instante, é a soma vetorial
dos momentos lineares dos corpos (p;; j =1, 2,3) que o constituem,
isto é,

P =D+ D,+ D5 (1)
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Figura 2.3 - Os pares acdo-reacdo resultantes da interacdo de ¢, ¢, € g, com q,, ¢,
... q,. Naturalmente, as forcas de interesse sdo as que atuam sobre as cargas do sis-
tema.

Derivando em relagdao ao tempo ambos os termos desta equacgao,
resulta:

dP _ b, b, b,

ar , )
dt dt dt dt

P . .
& F+F 4, o
dt 1 2 3
na qual F'rl, F'rz e}i sao, respectivamente, as forgas resultantes so-
bre g, 4, € g;.

Conforme as figuras 2.2 € 2.3, as forgas Frl , 1’7“r2 e 1723 podem ser escritas
como:

|
|
|
|

E1 =F, +F, +F, +F, + ..+ F,, (4a)
Ezz n tF, +F, +F, + ..+ F,, (4b)
=By +Ey vFy +Fy + o+ (40)

De acordo com a terceira lei de Newton:

F, = - F,, (5a)
FI3 = _F;I (5b)
c

F;3 = - ﬁaz- (5¢)

Assim, de (4) e (5) em (3), obtém-se:
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©)
P - = =
- = F; + 7, + [ (7)
dt ext| exty ext3
sendo 17“, " ﬁ;_,z e F“r » respectivamente, as forcas resultantes exter-

nas sobre ¢,, g, € q,. Designando por F, a resultante destas forcas
tem-se, entao, que:

ar _ F . (8)
dt ext

Este resultado pode ser generalizado para um sistema constituido por
um numero qualquer de corpos. Assim, 0 momento linear de um sis-
tema varia em relagao ao tempo somente quando a for¢a resultante
externa sobre ele for diferente de zero. As forgas internas nao alteram
o0 momento linear de um sistema.

Para um melhor entendimento da eq. (8), discute-se a sua aplicagao
nas situagoes a seguir:

a) Dois corpos A e B, de massas respectivamente iguais a m, € m,,
movimentam-se de x' para x sob a agao de uma for¢a horizontal
constante, F , aplicada ao corpo 4 (figura 2.4). Nao ha atrito no des-
locamento dos objetos.

}
n

T

A Fs

v

Figura 2.4

A forga resultante externa sobre o sistema constituido pelos corpos A

e B éaforca F'. Assim,

- dP _d

F = —=—1(p + D . (9)
=Pt Pe)

e nao ha conservagao do momento linear do sistema. Observe que a

forca que B exerce em 4, F,, e a forca que A exerce sobre B, F,, por

serem internas, nao "aparecem" na relagao (9).

Sendo ¥V=v i a velocidade dos corpos em um certo instante ¢, resul-
ta, de (9), que:
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Dessa forma, de (11) em (10), obtém-se:
F =(m, + my)a, (12)

relacionando-se a forca resultante externa sobre o sistema com a
massa total do sistema e a acelera¢ao a que se encontra submetido.

Por outro lado, "isolando-se" o corpo 4 na figura 2.4 (o que significa
dizer que agora € este o objeto de interesse), fica-se com um sistema
constituido por um sé corpo sujeito a duas forgas externas, FeF 24
(figura 2.5). Admitindo-se que as intensidades destas forgas sejam,
respectivamente, iguais a I e F,,, pode-se escrever, de acordo com
a eq. (8), que:

F
JEN 4 ﬁ
x’ BA >
Figura 2.5
- _ dp
(F - F,)i = d_zA’ (13)
- dmy, 1) dv, -
F — F I = A4 7T m 4 i,
( BA) df A dt
(F - F,) =m,a,, (14)

na qual a, ¢ a intensidade da aceleragéo do corpo 4.

Analogamente, para o sistema constituido apenas pelo corpo B (figu-
ra 2.6), a forga resultante externa sobre m, € a for¢a F,; (de modulo
F,,). Assim,

p—

—)
N B

Figura 2.6
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F, = g (15)
- d(m,v, i)

Fpi = Z’tB )

F,, = myag, (16)

sendo a, a intensidade da aceleragdo de B.

Naturalmente, o "elo" entre estes dois sistemas sao as suas idénticas
variagoes de velocidade com o tempo,
a, = a, = a, (17)

e as forgas de iguais intensidades que exercem entre si,
F,, =F,. (18)
De (16) e (17) em (18):

F,, = m,a. (19)

e (17) e (19) em (14):
(F —mya) =m,a,

F =@m, + my)a, (20)

b) Um corpo de massa m,, com velocidade ¥ =v, i, choca-se com ou-
tro de massa m,, com velocidade ¥, =v, i . Apds a colisdo, as veloci-
dades dos corpos séo, respectivamente, iguaisa v, =v,i € v, =v,i.
O atrito entre os corpos e a superficie horizontal por onde deslizam
¢ desprezivel. A figura 2.7 ilustra esta situagao para velocidades de
mesmo sentido antes e depois do choque.

%, %,

m; —> m, [—>

m > my —>

(b)

Figura 2.7

Em termos de conservacao do momento linear do sistema, nao impor-
ta se a colisao € elastica ou inelastica. Em uma colisao elastica entre
dois corpos, vale a relagao escalar de Huygens, isto €, em qualquer
instante € constante

Em uma colisao
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inelastica, isto nao ocorre. As forgas de interagao entre os dois corpos
fazem variar os momentos lineares individuais, mas, por serem forgas
internas, nao alteram o momento linear do sistema como um todo.
Desta forma:

dt
P = vetor constante. (22)

Sendo (p, + p,) € (P, + P,), respectivamente, os momentos lineares
do sistema antes e depois da colisao, resulta:

P +DP, =P+ D (23)
(my, + mzvz); = (m1V1' T mz""z) i
my, + my, = my, +my,. (24)

¢) Dois patinadores encontram-se parados, frente a frente, em uma
pista de gelo (figura 2.8a). Em um dado momento, um deles empurra
o outro.

() ) [ ] [ 4
v, ",'2,
<« e
0 >x
(a) (b)

Figura 2.8

A forga resultante externa sobre o sistema constituido pelos dois pati-
nadores € nula antes, durante e depois do empurrao, logo, ha conser-
vagao do momento linear deste sistema. Portanto, os dois patinadores
movem-se em sentidos opostos apos o empurrao (figura 2.8b).

Designando por m, € m, as massas dos patinadores e por v, € v, as in-
tensidades das suas respectivas velocidades, quando em movimento,

segue que:

0 = ‘;—I;, (25)
B+ Py =B + P (26)
0i = (—my, + my,)i,

my, = m,v,. (27)
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Se as massas dos patinadores forem iguais, suas velocidades serao
iguais em modulo, caso contrario, o de maior massa possuira menor
velocidade.

2.3 O relacionamento teoria-problema: primeira
parte

A figura 29 ilustra um choque elastico frontal entre dois corpos de
massas m, € m, que se movimentam no mesmo sentido antes e depois
de colidirem. Sejam v, e v, os modulos das velocidades dos objetos
antes da colisdo e v, e v, as intensidades das respectivas velocidades
ap6s a mesma. Demonstre que as velocidades relativas de aproxima-
¢ao e de afastamento dos objetos tém modulos iguais. O atrito entre
0s corpos e a superficie por onde deslizam € desprezivel.

— —p
v, Vs
m; > m, >

(2)

(b)

Figura 2.9
Solugao:

A forca resultante externa sobre o sistema é nula. Assim, ha
conservacao do seu momento linear:
m v, tmy, v, =m v, +m, v,. (28)

Para uma colisdo elastica, como pensava corretamente Huygens
(capitulo 1), é constante a soma dos produtos das massas dos
corpos pelos quadrados de suas respectivas velocidades:

2 2 _ '2 '2
m v, Tm, vy =m v, tm,v,. (29)

Agrupando termos que possuem a mesma massa nas equagoes

(28) e (29), obtém-se:
m, —v)=m(v, —v,), (30)
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m (v, =) =m(v; — Vi) (31)

Dividindo (31) por (30), resulta:
ml(vl — v;)(vl +V;) _ mz(v'z — vz)(v‘z + Vz)

m, —v) m,(v, —v,)

3

vty =v, tv,

Vio— v, =Y, -y, (32)

como se queria demonstrar.

A figura 2.10 mostra um choque elastico frontal entre dois corpos de
massas m, € m, que se movimentam em sentidos opostos antes e de-
pois de colidirem. Sejam v, € v, os modulos das velocidades dos objetos
antes da colisdo e v, e v, as intensidades das respectivas velocidades
apos o choque. Demonstre que as velocidades relativas de aproxima-
cao e de afastamento dos objetos tém modulos iguais. E desprezivel o
atrito entre os corpos e a superficie por onde se deslocam.

- Ing

7 v,
m; p—> <~ my

(a) 0 —> x
T vy
e m; m; pP——>

(b)

Figura 2.10
Solucao:

Como a forca resultante externa sobre o sistema é nula, ha
conservacao de seu momento linear. Tendo em vista o carater
vetorial desta quantidade fisica e o referencial adotado na figura
2.10, pode-se, entdo, escrever que:

mov, —m,v, = —m v, +mv, (33)

Conforme Huygens, para uma colisao elastica:
2 2 ) 2
m v, +m, v, = m Vv’ +m,V,. (34)

Agrupando termos de mesma massa nas equacoes (33) e (34):
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ml(vl + V1) =m2(v'2 + Vz)a (35)
m(v; = v =my(vy = v)), (36)

e dividindo (36) por (35), obtém-se: '
m(v, —v)v +v) _ m(v, = v,)(v, +v,)

m (v, +v,) m,(v, + v,)
i — Vi :V; = V5
v, + v, Z\/2 + v{, (37)

como se queria demonstrar.

Este resultado poderia ser obtido diretamente a partir da eq. (32)
do exemplo anterior substituindo, naquela relacdo, v, por —v, e
v, por —v,.

Um corpo de 9,0 kg colide elasticamente com outro em repouso. Apos
o choque, ele continua a se movimentar na mesma diregao e sentido,
porém com um quinto de sua velocidade primitiva. Qual a massa do
objeto atingido?

46

Solugao:

Dados e incognita:
m, = 9,0kg

v, = moddulo da velocidade com a qual m, incide sobre m,

v, =0
v, = v/5
m, =7



m; > m,

(2)

mp s m; t—>s

(b)

Figura 2.11

Havendo conservacdo do momento linear do sistema, ja que
a forca resultante externa sobre ele é nula, e de acordo com a
figura 2.11, tem-se:

mov, = m v, +m, v, (38)

V, |
_ 1
m v, = m ? + m, v,,

% mov, = m, v,. (39)

Como o choque é eléstico, as velocidades relativas de aproximacao
e de afastamento dos objetos sdo iguais. Assim:

N (40)
vo=w - 2

1 2 5 H

. 6

v, = r V. “47)
De (41) em (39), determina-se m,:

4

g m v = gmz Vi,

2
m, = 3 m, = 6,0kg . (42)

Um bloco com velocidade de médulo v, colide elasticamente com ou-
tro B em repouso, cuja massa € o triplo da massa de A (figura 2.12).
Determine as velocidades dos blocos A e B depois da colisao em fun-
gao de v, supondo que o atrito entre os blocos e a superficie por onde
deslizam € desprezivel.
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Solugao:

v, A
m, > mp
® x —>
;;A’ ;B’
my —> myp [—>
(b)
Figura 2.12

Dados e incognitas:

v, = modulo da velocidade com o qual m, choca-se com m,
v, =0, velocidade de B antes da colisdo
v/, = modulo da velocidade de 4 depois da colisdo

v, = modulo da velocidade de B depois da colisdo

O sentido do movimento de A4 depois da colisdo nado é conhecido.
Nesta situacdo, é preciso arbitra-lo e, ap6s resolver o problema,
observar o sinal da sua velocidade. Se o valor encontrado for
positivo, o sentido adotado é o correto; se for negativo, o sentido
do movimento é oposto ao que foi considerado.

A forca resultante externa sobre o sistema é nula, logo, o
momento linear se conserva. Supondo-se que, ap6s a colisdo, 4
e B movimentem-se no mesmo sentido, tem-se:

! !
my,=m,\v,+mvy. 43)

Sendo o choque elastico, as velocidades relativas de aproximagao
e de afastamento sao iguais. Assim:

v, =V, =V, 44)
e
V=V, +V,. 45)

De (45) em (43), determina-se V/,:
mv, =mv, +3m(v, +v,),



V= —%A. (46)

De (46) em (45), encontra-se vy :
! VA vA

V=V, +| —— =
=)=

Portanto, apds a colisdio, 4 e B deslocam-se em sentidos
opostos.

Um corpo de massa m, =4,0 kg, com velocidade V, =8,0 i (m/s),
choca-se frontalmente com outro de massa m, = 8,0 kg, com veloci-
dade v, =-7,0 i (m/s). Apos a colisdo, a velocidade de m, é nula. Sa-
bendo que o atrito entre os corpos e a superficie horizontal por onde
deslizam € desprezivel, calcule a razdo R entre a soma dos produtos
das massas dos corpos pelos quadrados de suas respectivas velocida-
des antes e depois da colisao.

Solugao:

Dados e incognita:

m, = 4,0kg
v, = 8,0m/s
m, = 8,0 kg

v, (em modulo) = 7 m/s

v, =0
R =7
vy v,
m; ? € m
@ o s
vy’ V2’=0
< m m;
(b)
Figura 2.13
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Para encontrar R, no qual:
2 2
R Mt m v

(47)

b

2
m, v,
€ necessario obter, primeiro, a velocidade de m, ap6s a colisdo.

Determinagéo de v, :

As forcas exercidas mutuamente pelos corpos durante a colisao
sao forcas internas que ndo alteram o momento linear do sistema
como um todo. Nao havendo forca resultante externa liquida
sobre o sistema, e de acordo com o referencial adotado na figura
2.13, resulta:

mov, —m,v,= —m, v{, (48)
Vi -2 Va = Vs

m,
v, = 6,0 mfs. (49)

De (49) em (47), resulta:

R DO+ @)
(4)(6)’ ’

R = 45.

Como R # 1, a colisdo entre os corpos € inelastica.

Em uma mesa de ar ha dois discos magnéticos em repouso. Um tercei-
ro disco, movimentando-se na dire¢ao determinada pelo centro dos
trés discos, incide com velocidade de modulo v sobre um deles (Fig.
2.14). Sabendo que os discos sao idénticos e que todos os choques sao
frontais e elasticos, determine as intensidades das velocidades dos
discos depois de ocorrerem todas as colisoes.
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Solugao:

Dados e incognitas:

O—> vi=v O »=0
1 2

(a)
1 2
(b)
Figura 2.15

Pela conservacdo da quantidade de movimento do sistema, ja
que F, =0, segue que:
mv = mv, + mv,, (50)

Vo= o+ . (C1))

Como o choque é elastico:
v =v, — V. (52)

Da igualdade das relacdes (51) e (52):
v+, =V, =,

2y, =0 = v =0. (53)

Portanto, de (53) em (51):
v'2 =v. 54)

Através de raciocinio idéntico ao acima exposto, conclui-se que,
depois da colisdo entre os discos 2 e 3, o disco 2 estard em
repouso e o disco 3 em movimento com velocidade constante
de médulo igual a v.
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Calcule o mddulo do deslocamento de um baleeiro em relagao a mar-
gem de um rio sem correnteza quando um pescador caminha de uma
ponta a outra do barco.

52

Solugao:

Os parametros considerados neste problema aberto sdo os
seguintes:

m, : massa do baleeiro;
m,: massa do pescador;
X, : distancia que o homem caminha sobre o baleeiro;

At : o intervalo de tempo gasto pelo pescador para ir de uma
ponta a outra do barco;

v, : moédulo da velocidade do pescador em relacdo ao baleeiro;

v, médulo da velocidade inicial do baleeiro em relacdo a
agua;

v, mobdulo da velocidade do baleeiro em relacdo a agua
enquanto o pescador caminha de uma ponta a outra do barco;

x, . distancia percorrida pelo baleeiro enquanto o pescador
caminha de uma ponta a outra do barco.

A sequir, consideram-se trés diferentes hipdteses em relacdo a
essa situacao-problema. Em todas elas, a resisténcia oferecida
pela agua ao movimento do barco é considerada desprezivel.

Hipdtese 1: O baleeiro encontra-se inicialmente em repouso
(v, =0) quando o pescador, anteriormente imével em relacao
ao barco, caminha com velocidade constante v, em relacdo a
ele, de uma extremidade a outra do barco.

Como a forca resultante externa sobre o sistema constituido pelo
barco e pelo pescador é nula, o momento linear do sistema é
conservado. Desse modo, quando o pescador se movimenta em
relacdo ao barco, este (levando junto o pescador) move-se em



sentido oposto (ndo fosse assim, o momento linear do sistema,
em qualquer instante, ndo seria nulo). Adotando-se como positiva
a velocidade do pescador, resulta:

0=mpv, —(m, +my)vy, (55a)
ou

0=m,(v, —Vv,)—myV,. (55b)
Assim,

o Meve

B my (56)

X ) X
Substituindo v, :A_I; ev, :A_i naeq. (56), obtém-se a distancia

percorrida pelo barco:

XB . mp Xp

At mp+mB At’

MpXp

Xp=—""".
P omy, +my (57)

Supondo que: my = 210,0kg, mp = 70,0kg e xp =6,0m, o
moddulo do deslocamento do baleeiro em relacdo a margem do
rio é:
a0 g

70 + 210

Hipétese 2: O baleeiro estd em movimento com uma velocidade

de médulo v, em relacdo a agua quando o pescador caminha,

com velocidade constante v, em relacdo ao barco, da proa a
popa.

A forca resultante externa sobre o sistema constituido pelo barco
e pelo pescador é nula e, portanto, conserva-se o momento linear
do sistema. Desse modo, enquanto o pescador caminha sobre o
baleeiro, a velocidade do barco apresenta um novo valor.

Adotando-se como positiva a velocidade inicial do baleeiro, o
momento linear do pescador (que tem sentido oposto ao do
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barco) é negativo e a conservacdo do momento linear do sistema
fica:

(mp+my)vy=—mpv, +(m, +my )V;ga (58a)

ou

(mp +my)vy =m, (V;g —Vp)+ vag. (58b)

Assim,

V= (mp +my)vy +mpvp ’ (59)
g m, +m,

Admitindo-se os mesmos dados numéricos anteriores
(mp = 210,0kg, mp = 70,0kg e xp =6,0m) e considerando
v, =2m/s e At =10 s, obtém-se que:

Xp_6 _4el

v:
P A 10 s

e a nova velocidade do baleeiro é:

. (70 + 210)2+(70)(0,6)
vp =

2,152
70 + 210 s

O médulo do deslocamento do baleeiro em relacdo a margem
do rio, quando o pescador chega a popa do barco, é:

x, = v,At =(2,15)(10) = 21,5m.

Observe que, se o pescador ndo se movimentasse em relacdo
ao baleeiro, este, em 10 s, percorreria 20 m em vez de 21,5 m.
Assim, o acréscimo de 1,5 m é causado pelo fato do pescador
caminhar sobre o baleeiro (em sentido oposto ao movimento do
barco).

Hipotese 3: O baleeiro esta em movimento com uma velocidade
de médulo v, em relacdo a 4gua quando o pescador caminha,

com velocidade constante v,, da popa a proa.

Como ja foi explicado, a forca resultante externa sobre o sistema
constituido pelo barco e pelo pescador é nula. Adotando-se
como positiva a velocidade inicial do baleeiro, o momento linear
do pescador (de mesmo sentido do que o do baleeiro) é positivo



e a conservacao do momento linear do sistema fica:

(mp g )y =mpvp + (mp +my )V, (602)
ou

(mp+my)vy, =m,(vy +v,)+m,v,. (60b)
Assim,

v (my+mg)vy —mpv,
B - .

(61)

mp +my

Considerando os mesmos dados numéricos anteriores
(mg = 210,0kg, mp = 70,0kg, xp=6,0m, vy,=2m/s e
At =10 s), obtém-se que a nova velocidade do baleeiro é:

oo (70 + 210)2—(70)(0,6)
B 70 + 210

—1,852
S

O médulo do deslocamento do baleeiro em relacdo a margem
do rio é:

x, = v, At =(1,85)(10) =18,5m.

Observe novamente que, se o pescador ficasse sempre em
repouso em relacdo ao baleeiro, este, em 10 s, percorreria
20 m em vez de 18,5 m. Por conseguinte, o decréscimo de 1,5 m
é causado pelo fato do pescador caminhar sobre o baleeiro (com
o mesmo sentido do movimento do baleeiro).

Uma menina de 40 kg € um menino, de massa menor
do que a da garota, estao em cima de um carrinho
de 10 kg, em repouso, distantes 2,5 m um do outro
e simetricamente posicionados em relagao ao centro
do carrinho. Eles, entao, trocam de lugar. A menina
observa que, durante a troca, o carrinho se desloca
0,5 m em relacao a uma arvore. Calcule a massa do
menino.

Figura 2.16
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Solugao:
Dados e incognita:
P=0

> F,=0=>P=0

m, =40kg
m, =7

m, =10kg
d=25m

A forca resultante externa sobre o sistema constituido pela
menina, pelo menino e pelo carrinho é nula, portanto, enquanto
essa condicdo for valida, o momento linear desse sistema nao se
altera com o tempo. Assim, como o momento linear do sistema
é nulo (pois inicialmente todos os seus elementos estdo imoveis),
ele continua nulo com a troca de lugar entre as criancas.

Adotando-se como positivo o sentido de deslocamento da

, . ., d .
menina, o seu momento linear € m, — e o do menino —m, T
t

Como a massa do menino € menor do que a massa da garota,
o momento linear do carrinho deve ter o mesmo sentido que
o momento linear do menino para que, somado a este Ultimo,
resulte em um momento linear nulo para o sistema.

ml%—mzé—(ml+m2+m3)x70:0, (62)
d x X d x

1(7__6_ s =my(—+—5),

m(d —x.)—myx, =m,(d+x,). (63)

Portanto,

40(2,5-0,5)—10(0,5) =m,(2,5+0,5),

m, =25kg .



2.4 Centro de massa

A lei da conservagao do momento linear, vista na se¢ao 2.2, pode ser
relacionada ao conceito de centro de massa (CM), que sera estudado
a seguir.

Ao se arremessar um corpo, além de se transladar, ele pode girar (e
vibrar, se nao for rigido). Assim, o espectro de trajetérias de seus di-
ferentes segmentos pode ser bastante amplo. A figura 2.17 mostra a
evolugao temporal de trés pontos de um corpo langado obliquamente
sob a agao da gravidade (e com resisténcia do ar desprezivel). Con-
trastando com as trajetérias dos pontos 1 € 2 (e de qualquer outro do
corpo), a trajetéria parabolica do ponto CM, denominado de centro de
massa, € a mais simples.

y

N

CM CM

1§ M C2 1

Figura 2.17
Como se localiza o0 CM de um corpo?

Sendo o corpo rigido e plano, experimentalmente, € bastante facil
identifica-lo.

Pendura-se o corpo por um ponto qualquer e, ao longo do eixo de sus-
pensao, traga-se uma linha passando pelo corpo; repetindo-se esta
operagao com um outro ponto, gera-se uma nova linha vertical. No
ponto de interse¢ao de ambas esta o CM (figura 2.18).
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(a) (b)

Figura 2.18

Pode-se, igualmente, e de forma qualitativa, identificar a posi¢ao do
CM de um corpo, analisando a sua forma geométrica e as condigoes
de simetria existentes. E importante ressaltar que o CM de um corpo
nao precisa estar localizado no proprio corpo. O CM de massa de um
anel € um exemplo.

Posicao do centro de massa de um sistema de particulas

A posigao do centro de massa de um sistema constituido por duas
particulas de massas m, € m,, de coordenadas x, € x,, respectivamen-
te, em relagao a um dado eixo X (figura 2.19), € definida como:

mx, +m,x,
Xew =— - (64)
m, +m,
Designando por M a soma das massas,
mx, +m,x.
X, = % (65)
y
T m, CM m,
i . . >
0 X
X
C 5 1
Figura 2.19

Como a determinagao da posicdo do CM envolve a média pondera-
da das massas das particulas, ele fica mais proximo da particula de
maior massa.

Para um sistema de trés particulas nao em linha reta (figura 2.20), o

CM localiza-se no interior do tridngulo que tem por vértices as parti-
culas. Aplicando a eq. (64) as duas dimensoes desse sistema, resulta:
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i m, (x5, ¥,)
B b 4
oM
Cems Yem) m; (X3, 3)
Vafrmmmmmmm e h 4
N ""?m1 (1, 31)
X, X, )23 > X
Figura 2.20
X = mx, +m,Xx, +m,x, 66)
' M
e
my, +m,y, +m,y
yCM — 1.1 272 3.3 ) (67)
M
Se o sistema possui n particulas distribuidas no espago
[m,(x,,¥,,2,),....m, (x,,¥, 2 )] as coordenadas do CM sdo:
1 n
X, =— ) mXx,, (68)
M i=1
You = Ly my ©9)
M M — i
1 n
Zoy =ﬁ mz, . (70)

Para um corpo rigido, que tem uma distribui¢ao continua de massa,
0s somatorios das eq. (68), (69) € 70, transformam-se em integrais,
nas quais as massas das particulas sao substituidas por elementos
infinitesimais de massa dm. Logo, as coordenadas do CM podem ser
escritas como:

1
X, = M_[de' (71a)
1
Yoo =77 [ydm, (72a)
z,, =$ [zdm. (73a)
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O vetor posi¢ao do CM do sistema de particulas, 7., tem como ori-
gem a origem do sistema de coordenadas e como extremidade o CM

(figura 2.21). Assim:

yl\
EIIE RS
! » Tem .
: 0o T 7 X
LA Lo
Figura 2.21
Tow = Xl ¥ Ve J ¥ 20,k (74)

Substituindo-se x e z,, ha equagao (74), obtém-se:

M ’yCM

1 | -
:ﬁ(mlx1 +..+mx,)i +H(mly1 +o.+my,)j+

M
1 -

+ﬁ(m121 +...+ m,z, )k

Agrupando—se os termos de mesma massa, tem-se:

P m, (xlf+y1] + zll;)+...+ mn(xnz?+yn] + znlg)
o M .

(75)

Os termos (x,i + ¥,/ +zk), .. (x,i +y,j+zk), sdo os vetores posi-
¢oes das particulas 1, ..., n, denominados de 7, ..., 7, respectivamente.
Desta forma: < -
. mnit..+mr, pr

rCM - M - M

T

1

(76)

Movimento do CM de um sistema de particulas
Como se movimenta o CM de um sistema de particulas, quando ha
movimento entre os seus constituintes?

Neste caso, € considerando o sistema discutido na se¢ao anterior, a
taxa de variagao com o tempo dos vetores posi¢ao das particulas ex-
plicitam as suas velocidades. Reescrevendo a eq. (76) como:

My, =mp +..+mr (77)

nn?

e derivando em relagao ao tempo ambos os membros desta equagao,
admitindo todas as massas constantes, obtém-se:
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MTo gy Sy o T (78)
dt dt dt

dr. : dr, . o ’
Sendo % a velocidade do CM e 7’ a velocidade da iésima particula,
t t

My, =my, +..+my . (79

Assim, o momento linear do centro de massa do sistema ¢ igual a
soma dos momentos lineares das particulas que o constituem:
My, =p+..+D,. (80)

Designando por P o momento linear total do sistema em um certo
instante,

P=p+..+p, (81)
resulta
P=Mv,_. (82)

Se ha varia¢des nas velocidades das particulas, os seus momentos
lineares mudam com o tempo. Derivando a €q. (80) em relagdo ao

tempo, obtém-se:

Mvﬂ:%+...+@. (83)
dt dt dt

. dav _ ~
Identificando 7“4 como a aceleracao do CM e sendo P o momento
t

linear total do sistema, segue que:
d
Ma  =—(p, +..+D ),
oM dt (pl pn)

i = dﬁ (84)
o dr

Como a taxa de variagao com o tempo do momento linear total de

um sistema € igual a forca resultante externa sobre ele, um resultado

geral e amplamente discutido na seg¢ao 2.2, tem-se:
Ma., =F

rext*

o = (85)
Portanto, o CM do sistema de particulas movimenta-se como se fosse
uma Unica particula de massa igual a massa total do sistema, sujeito
a uma forca que € a resultante de todas as for¢as externas que agem
sobre as particulas do sistema.
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2.5 O relacionamento teoria-problema: segunda
parte

Determine a posi¢gao do CM do sistema Terra-Lua, sabendo que a dis-
tancia entre o centro da Terra e o da Lua é d,, = 3,82 x 10" m, e que
suas massas sao m, = 7,36 x 10> kg e m,= 5,98 x 10** kg.

Solucao:

Dados e incégnita:
d,=382x10"m
m,= 7,36 x 10* kg

m,= 5,98 x 10** kg

=9
xCM !

Considerando a Terra na origem de um eixo OX (figura 2.22),
calcula-se a posicao do CM através da eq. (64):

e =T e O)+m, d, , (86)
m, +m,
22 18
. _(7,36x10 )(3,82227(10 ) _ 4644.4 km.
605,36x10
my my
0: o \x
Figura 2.22

Como o raio médio da Terra é de 6370 km, vé-se que o CM
do sistema Terra-Lua fica dentro da Terra, pois a massa desta é
muito maior que a da Lua.

Trés barras finas de comprimento L, com massas 3m, 2m € 5m (uni-
formemente distribuidas), estao conectadas formando a letra U (figu-
ra 2.23). Determine a posi¢ao do CM deste conjunto.
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V4
%
3m
L|2m
Sm
L T
Figura 2.23

Solugao:

Como a distribuicdo de massa nas barras é uniforme, o CM de
cada uma encontra-se em seu respectivo centro geométrico
e o problema se reduz a calcular o CM de trés particulas de
massas 2m, 3m e 5m, de coordenadas (0,L/2),(L/2,L) e (L/2,0),
respectivamente, em relacdo ao sistema de eixos mostrado na

figura 2.24.
ya
7 PO 3m
0,5L ¢2m '
CM
04L¢------- *
i _a5m 5
0,4L 0,5L L
Figura 2.24

Assim, de acordo com as equagdes (66) e (67), as coordenadas

do CM deste sistema sao:
_ (2m)(0)+ (5m)(0,5L)+ (3m)(0,5L)

- =0,4L,
10m
e
_ (2m)(0,5L) + (5m)(0) + (3m)(L) 0.4
o 10m T

Duas esferas A e B, eletricamente carregadas, de dimensodes infini-
tesimais, encontram-se em repouso relativo, a 20 cm uma da outra.
Possuindo cargas opostas, atraem-se, entrando em movimento. A
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massa de A ¢ o triplo da massa de B. Se a forga resultante externa
sobre o sistema for nula, determine a aceleracao, a velocidade e a
posi¢ao do CM, e onde as esferas irao colidir.
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Solugao:
Dados e incognita:

x=20cm

As forcas exercidas entre as particulas do sistema sdo forcas
internas. Como F [ =0, obtém-se das equacdes (84) e (85)

”

que:

Ma,, =F, =0, (87)
a,, =0 (88)

e

P _F <o, (89)
dt “

P = constante. (90)

Havendo conservacdo do momento do sistema e sendo ele
inicialmente nulo, sera nulo em qualquer outro instante, isto é:
P =0,

P = constante.

Sendo
P=Mv, =0, 91N

a velocidade do centro de massa do sistema é nula, em qualquer
instante.
v, =0. 92)

Isto quer dizer que a posicdo do CM ndo se altera com o
movimento das cargas, pois



dx
v, =—=+=0 = x_,, = constante.

gt

Segundo o referencial adotado na figura 2.25, tem-se, entao,

que:
y
my CM mg
| “x
Figura 2.25
 m0)+myx  myx X _s
= = == cm.
m, +myg 3my,+m, 4

Portanto, o CM esta a 5 cm da esfera A e a 15 cm da esfera B.

Como a velocidade do CM é nula, a medida que as pequenas
esferas em movimento se aproximam uma da outra, a posicao
do CM néo se altera. Portanto, as esferas colidem no CM, pois é
impossivel o CM situar-se fora do segmento de reta que une os
dois corpos.

Em uma chapa retangular homogénea uniforme, de 1 cm de espessu-
ra, € feito um corte. Com isso, ela fica com a forma mostrada na figura
2.26. Calcule as coordenadas do centro de massa desse objeto.

y(em)q
20

40 0 .
x(cm
20 (cm)

Figura 2.26
Solugao:
Como a distribuicdo de massa na chapa é uniforme, o CM de

cada retangulo de area 800 cm? (40 x 20 cm?) encontra-se em
seu respectivo centro geométrico e o problema se reduz a calcular
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o CM de trés particulas de massas m, de coordenadas (20 cm;
10 cm), (20 cm; 10 cm), (-20 cm; —10 cm) em relagao ao sistema
de eixos mostrado na figura 2.27.

y(em)p
20
e CM o CM
-40 o'CM 40 X c,m
20 (cm)
Figura 2.27

Assim, de acordo com as equacdes (66) e (67), as coordenadas
do CM desse sistema sao:

_ m(20)+m (=20)+m (-20)

=6,7cm,
3m

M

_ m (10)+m (10)+m (~10)

=3,3cm
3m

M

Trés particulas estdo sob a acdo das forcas mostradas na figura 2.28.
Determine o modulo da aceleragao do CM.

F,=50N Y
ashm ke |
m,; =2 kg
TYTF-30N
3 1 2 3 4 ;
2 F,=20N
Sprrt m, = 3 kg
Figura 2.28
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Solugao:

Como todas as forcas sdo externas (pois obviamente ndo
constituem pares acdo-reacdo) tem-se, de acordo com a eq.

(85):

MaCM = F;ext’

que

Ma,, =Fi+F,j—F,cos45°i +F, sen45°j, (93)

M., =(F, - F,cos45°)i +(F, + F, sen45°) J,
(2+3+5)d,, =(30-50x0,7)i +(20+50%0,7) /,
a, =0,5{+55].

O médulo desta aceleracéo é:

a., = (0’ 5)2 + (55 5)2 = 5, 52 l’n/S2 . (94)

2.6 Colisoes bidimensionais

A figura 2.29 mostra uma colisao inelastica entre dois discos plasticos
idénticos situados sobre uma . A interacao entre os discos
ocorre durante um intervalo de tempo muito pequeno, durante o qual o
momento linear de cada disco varia porque cada um deles (visto como
um sistema de um unico corpo) fica sujeito a uma forga resultante ex-
terna: o disco 1, da forga ﬁzl, que o disco 2 exerce sobre €le, € o disco
2, da forga 1312, que o disco 1 faz sobre ele.

Mas o momento linear do sistema constituido pelos dois discos €
constante, porque a forga resultante externa sobre o sistema € nula
(@s forcas F;, e F,,, neste caso, sao for¢as internas).

Estas consideragdes se aplicam a qualquer tipo de colisao (em que
F , =0), independentemente da direcao de movimento dos objetos

ré.’

antes e depois do choque (e do proprio numero de objetos que intera-
gem, que nao precisa ser necessariamente igual a dois).
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Disco 1

Disco 2

Figura 2.29 - Colisado inelastica bidimensional entre dois discos plasticos idénticos. O
disco 1, arremessado a partir de um dispositivo na parte superior direita da figura,
incide com velocidade constante sobre o disco 2, que se encontra em repouso. Apds
a colisdo, os discos se movimentam em direcdes diferentes, com velocidades constan-
tes, como mostra a separacao uniforme de seus centros.

A figura 2.30, por exemplo, ilustra uma colisao elastica entre dois dis-
cos magnéticos. Estes discos, providos de imas que se repelem mu-
tuamente, colidem sem se tocarem. Assim, “eles tém uma interagdo
magnética, em vez da interagdo de contato que ocorre entre discos plds-
ticos quando se tocam” (EISBERG; LERNER, 1982, p. 166).

Disco 1

Disco 2

Figura 2.30 - Colisdo elastica bidimensional entre dois discos magnéticos de massas
iguais. O disco 1 incide com velocidade constante sobre o disco 2, em repouso na
parte central da figura. Durante a colisdo, ndo ha nenhuma interacao do tipo superfi-
cie a superficie entre os objetos. Ap6s a colisao, os discos se movimentam em direcoes
diferentes, com velocidades constantes.
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A figura 2.31 apresenta o diagrama esquematico de um choque nao
frontal entre dois discos que se movimentam em uma mesa de ar
(visto de cima).

As velocidades do disco 1, de massa m,, € do disco 2, de massa m,,
antes da colisdo sao v, (médulo v)) e v, (modulo v,). Apos a colisao,
suas velocidades sao, respectivamente, iguais a 171' (moédulo v/) e v,
(modulo v,)).

Se a colisao for inelastica (tal como se viu em choques unidimensio-
nais deste tipo), nao € valida a relagao escalar de Huyghens, isto é:

2 2 2 '2
mv, +myv, #mv +m,v,. (95)

Conforme se vera mais adiante, se a colisao for inelastica, nao ha con-
servagao da energia cinética do sistema antes e depois da colisao.

yl\
m;
-,
Vi
.
.
.
.
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Figura 2.31 - Colisdo bidimensional entre dois discos de massas quaisquer que se
deslocam em direcdes diferentes antes e depois da colisdo. O atrito entre os corpos e
a superficie de apoio é desprezivel.

Porém, se os discos forem magnéticos, ou entao feitos de um material
muito duro, como os das esferas rigidas dos péndulos de Huyghens,
caracteriza-se uma colisao elastica.

Em qualquer dos casos, sendo F, . =0, conserva-se o momento linear
do sistema e, assim, pode-se escrever:

— dP

0= —, (96)
dt

P = vetor constante, 97)

P+ D, =D + D, (98)

my, + my, = my, + m,yv,. (99)
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Os vetores velocidades antes e depois da colisao podem ser expressos
em fungao de suas componentes e dos respectivos vetores unitarios
e j (figura 2.31). Assim:

Vi =V d o+, v, >0, v, <0), (100a)
v, = v, i+, ], (v,, >0, v,, >0), (100b)
V= vij + viy]', (v, >0, viy >0), (100¢)
v, = v'zj + v'zyj, (v,, >0, v'zy <0). (100d)

De (100) em (99), resulta:
m, (lei + V1yj) +m, (szi + Vz),j) =

m v i+v ) +m,(, i+, j) (101)

Agrupando termos com 0s mesmos vetores unitarios:
(mlle + mzvzx) i+ (m1V1), + mzvzy)j =

(myv, +myv, ) i+ (my, +myy, ). (102)

De modo a satisfazer a igualdade, os coeficientes dos vetores unitarios
em ambos os lados desta equac¢ao devem ser iguais. Desta forma:

my, + my, = m1V1Ix T myv, (103a)
€
my, + my, = my, + my, . (103b)

Ou seja, a componente x do momento linear do sistema antes da co-
lisao € igual a componente x do momento do sistema ap0s a colisao,
0 mesmo ocorrendo em relagao a componente y de P, isto é:

P = Px (104a)
e
P =P. (104b)

2.7 O relacionamento teoria-problema: terceira
parte

Trés corpos A, B e C, cujos momentos lineares sao, respectivamen-
te, iguais a:
B, =97 (kgm/s), P, =87 +3] (kem/s)

70



e po=-107+127 (kgm/s)

colidem simultaneamente. Sabendo que, apos a colisdo, os momentos
lineares de A e de B sdo iguais a:

p,=3i+8) (kgm/s) e p,=21i-5j (kgm/s),

calcule a intensidade do momento linear do corpo C, considerando que
a forga resultante externa sobre o sistema € nula em qualquer instante.

Solucgao:

Dados e incognita:
P> Py Pc

P Ps

7=

Sendo F. =0, a soma dos momentos lineares dos corpos 4, B
e C é a mesma em qualquer instante (antes, durante e depois da
colisao). Deste modo:

Py + Dy +Pc =D, + Dy + Pe- (105)

A partir desta relacdo determina-se p,. e depois o seu médulo:
9 + (8 +3)) + (=10 +12j) = (3i +8)) + (2i =5]) + pe.,

Pe = 21 +12], (106)
5| = V@7 +a2y,

Dol = 148 = 12,17 kgm/s. (107)
7|

Dois corpos, movendo-se em dire¢cdes perpendiculares, colidem um
com o outro permanecendo juntos apOs o impacto (figura 2.32). De-
termine o modulo e a dire¢ao da velocidade comum aos dois objetos,
sabendo que a forga resultante externa sobre o sistema € nula.

71



N
Y mptm, 7z, -9

m; =12kg

O_) .y 0=7 N
v, =10 m/s X
6’”2_81(%

Figura 2.32 - Colisdo completamente inelastica entre dois corpos que se movimentam
em direcdes perpendiculares antes do impacto.
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Solugao:

Como as forcas exercidas mutuamente pelos corpos durante a
colisdo sao forcas internas e a forca resultante externa sobre o
sistema é nula, o momento linear do sistema ndo se altera com
o tempo. Assim, de acordo com o referencial adotado na figura
2.32, arelagao:

my, = (m;, + m,) vcos0, (108)

expressa a conservacao do momento linear do sistema na direcao
X, enquanto
m,v, = (m, + m,) vsen0, (109)

traduz a conservacdo do momento linear do sistema na direcdo y.

Dividindo-se (109) por (108), encontra-se 6:

my,  (m + m,) vsent

my, (m, + m,) vcos6 ’

tef = 22 (110)
mlvl

oo~ B0
(12)(10)

6 = 45°.

A partir da relacdo (109), determina-se o médulo da velocidade
comum aos dois objetos:

v = hYs , (111)
(m, + m,) sen

b - (8)(15)
(12 + 8) send5’’

v = 6J2 ms.



Um objeto de 2 kg, movendo-se com uma velocidade de 350 cm/s,
colide com outro de 2 kg, inicialmente em repouso. Apo6s a colisdo, o
disco de v/2 kg movimenta-se com uma velocidade de 250 cm/s em
uma direcdo que faz um angulo de 37° com a direcéo de seu movi-
mento inicial. Determine o médulo e a direcao da velocidade do outro
disco. A forca resultante externa sobre o sistema € nula.

Solugao:

Dados e incognita:

m, = x/Ekg

v, = 350 cm/s = 3,5 m/s
m, =2kg

v,=0

v, =250cm/s =2,5m/s

6, = 37°

v, =260, =7

Figura 2.33 - Colisdo bidimensional entre dois discos de massas m, e m,.

Como a forga resultante externa sobre o sistema é nula, segue

que:

b =P,

my, = my,cos®, + m,v,cos0, (M2)
e

B =P,
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0 = myvssend, — m,v,send,,
mv,send, = m,v,senf,. (113)

Isolando \/2 em (113) e substituindo a expressao obtida em (112),

determina-se 6,. Assim:
_ m,senf,

v, = , (114)
m,sent,
my, =mv,cos6, + m, (M)COSGZ,
m,sent,
m (v, — v,cos0,) = M,
1g0,
100, = s (115)
v, — vcos0,
2,5 sen37’
tgh, = : =1,
5% 3,5 — 2,5¢c0s37°
6, = 45°.
A partir da eq. (114), obtém-se v, :
_ (V2)(2,5)sen37°
’ 2sends’
v, = 1,5 m/s.

Demonstre que em um choque elastico, com mudanga de diregao,
entre dois discos magnéticos de igual massa, um dos quais esta ini-
cialmente em repouso, eles se movem sempre em direcoes perpendi-
culares depois do choque.
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Solugao:

Dados e incégnita:

m o= m, =m

v, = modulo da velocidade com a qual m, incide sobre m,

v, =0



v, = modulo da velocidade de m, ap6s o choque

v, = modulo da velocidade de m, apds o choque

0, +0, = 90° (demonstrar)

Figura 2.34 - Colisdo elastica bidimensional entre dois discos magnéticos.

Sendo . =0, as componentes x do momento linear do sistema
ext

antes e depois da colisdo sdo iguais, 0 mesmo ocorrendo em

relacdo a componente y de P. Isto é:

P =P,

my, = myv,cos®, + m,v,cos0, (116)
e

B =F,

0 = m,v,senf, — mv,sen,,
m,v,senf, = mv,send,. (M7)

Como o choque é elastico:
2 2 2
my;, = my,~ + my,. (118)

Tendo em vista a igualdade das massas, as eq. (108), (109) e
(118) reduzem-se, respectivamente, a:

v, = vicos@1 + v;cosez, (119)
v,senf, = vsenf),, (120)
e

vf = vl'2 + v'22. (121)

De (119) em (121), elimina-se a incognita v;:
'2

b s o 2 ap "
v, cos 0, + 2vv,cos0,cos0, + v,cos0,= v + v,,

. 2 2 '2 2
2v,v,cos0,cos0, = v, (1 — cos™0, )+ v, (1 — cos’0,),
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2vv,cos6,cos, = v’'sen’d, + v,sen’0,. (122)

Isolando v, a partir da eq. (120):
v,senf,

v, = —— 123
? sen0, (123)
e substituindo-a na eq. (122), resulta:
! '2 2
2v1-(V1S€l/l01 YcosO,cosO, = v’sen’d, + (&:l‘gl)senz@z,
sen0, sen0,
) senf),cosb,cost, _ 2 sen’6,,
send,
cos0, cos, = senl send,,
cos0, cosO, — send send, = 0,
cos(0, + 0,) = 0,
0, +6, =90 (124)

2.8 E quando nao ha conservacao do momento linear
de um sistema?

De acordo com a €q. (8), a taxa de variagdo com o tempo do momento
linear de um sistema € igual a for¢a resultante externa sobre ele:

- dP

F

= —. 125
W= (125)

Reescrevendo (125) como:
dP = F, dt

e integrando ambos os termos desta relagao, admitindo que os mo-
mento lineares do sistema nos instantes ¢, € ¢, sejam, respectivamen-
te, iguais a £, e P, tem-se:

Td* = tj'limdz, (126)
1‘1 ;

5}
P -PF = [F_dt. (127)
gt

Evidentemente, se a F, , for nula, ndo havera variacdo no momento
linear do sistema no intervalo de tempo considerado e:
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P, = PB. (128)

Se a forga resultante externa sobre o sistema for diferente de zero e
constante, entao:

Pz - 5L = F, (tz - tl)' (129)

Por outro lado, havendo dependéncia temporal da Fr _ sobre o siste-
ma, ela precisa ser conhecida, para se proceder ao calculo da integral
em (127).

Para uma melhor compreensao da eq. (127), considere a sua aplicagcao
nos seguintes casos:

a) Um objeto de massa m desce um plano inclinado de um angulo 6
com a horizontal. Sendo u, o coeficiente de atrito cinético, a forga
resultante sobre o corpo pode ser escrita como:

F = mg(sen® — U cosd)i. (130)

Text

—

Admitindo que a velocidade do corpo no instante ¢, seja v, = v;i , como
a forga resultante externa € constante, o seu momento linear em um
instante ¢, > ¢, resulta:

B -B =F_t 1)

= mvi + mg(send — u,cosO)t, — t)i,

i8]

SO
[

mlv, + g(send — u.cosO)t, — t)]i. (131)

b) Supondo que a forga resultante externa sobre um corpo varie com
o tempo de acordo com a relagao:
F, = (at’ - bt)i, (132)

sendo a e b constantes, com unidades expressas, respectivamente,
em Ns e Ns', avariacdo temporal do momento linear do corpo, em
um intervalo At =t¢, —¢,, &:

ﬁz - L = ]Z'ermdta

4

|

AP = j (at® — bt)idt,

4
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AP = tjatzdt?— tjbtdt i

4 4

372 27k
P N A L
3[ 2[

AP = E(zj — ) - g(tj - rf)}?. (133)

S

¢) Uma bolinha de pingue-pongue, de massa m, € solta de uma certa
altura, y,, em relagao a superficie horizontal da mesa de jogo. Apos o
choque, que dura um intervalo de tempo A¢, a bolinha atinge uma al-
tura y, (¥, < »,). Seja OY um sistema de referéncia que tem a direcao
do movimento da bolinha e "aponta" para cima. De acordo com este
referencial, a velocidade da bolinha imediatamente antes da colisao,
desconsiderando a resisténcia do ar, é:

Vo= 220 (=) (134)

Durante o contato da bolinha com a mesa, atuam sobre ela duas for¢as
de sentidos contrarios: a forca peso, P = mg(—J), e a forca Fmb = m,j,
exercida pela mesa sobre a bolinha. Assim, sob a a¢cao de uma for¢a
resultante dada por:

F, = (F, - mg)j, (135)

a bolinha fica sujeita a uma aceleragao de sentido contrario a v, €, ao
final do intervalo de tempo At =¢, —¢,, adquire uma velocidade:

Vv, = 22, ], (136)

ja que y, € a altura que ela atinge apos o choque.

A variacao do momento linear da bolinha, no intervalo At, é:
o)

B - B = [F_dt,
f

2}
mv, —my, = [(F,, - mg)jd,
4

m(\/Zgyz + \/Zgyl )7: J(Fmb - mg)jdt,

m(2gy, + 20 )= [(F,, — mg)dt. (137)

A forga F,, € variavel com o tempo: € pequena, logo que tem inicio a
interacdo da bolinha com a mesa, aumenta de intensidade até atin-
gir um valor maximo e diminui em seguida, até se anular, quando a
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bolinha deixa o contato com a mesa. Contudo, admitindo-se que esta
forca possa ser substituida por uma forca média, F, que se mantém
constante durante a colisdo e que produza o mesmo efeito que a forga
F,,, ou seja, a mesma variagao de momento linear, o integrando em
(137) envolvera apenas forgas constantes e:

m(\/2gy2 + \/2gy1 Y= (F - mg)jdt,

m(\2gy, + 2a, )= (F — mg)(t, — ). (138)

Isolando F, obtém-se:

L, G2+ \2en)
L =4 '

F = mg

(139)

Para que se tenha uma idéia da ordem de grandeza de F, em com-

paragao com o peso da bolinha, considere m :10’2kg, v, =3,2m,

y,=2,5m e At=10"s. Nestes termos,

(10°)(/(20)3,2) + {(20)(2,5))
107

F = (107)(10) + ,
F =0,1+130,
F = 130N, (140)

i;@;1300,
mg 0,1

F=1300 mg .

Como se observa, o peso da bolinha € desprezivel frente a intensidade
da forga exercida pela mesa sobre ela.

2.9 Impulso de uma forca

Considere agora um corpo de massam sob a agao de n forgas, F|, F, ...
F,. A variagdo do seu momento linear, em um intervalo At =, —¢,, €é:

o)
B -P = _[Frmdt, (141)
4

P, - P = ]ZFIdt + tjﬁzdt + o+ tjﬁndt. (142)

h 4 4

15
Definindo a integral jF/dt como o impulso, Ij, da forca Fj no inter-
valo At =t, —1,: h
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I, = |Fadt, (143)

a variacao do momento linear do corpo, neste intervalo, € igual a
soma dos impulsos das for¢as exercidas sobre €le, ou seja:

P-B=I1I+1 +..+1,
ZTj. (144)
j=

Fazendo uma nova leitura da eq. (142), pode-se entao afirmar que a
variagao do momento linear de um sistema, em um intervalo de tem-
po At =t, —t,, € igual ao impulso da forca resultante externa sobre o
sistema, neste intervalo:

fy
P -P=|Fd =1 (145)

]

o
Il

132_

Para uma melhor compreensao da relagao (145), considere as seguin-
tes situacoes:

a) A forga resultante externa, 171 =F, que age sobre um corpo de
massa m, em um intervalo de tempo At =t, —¢,, € independente do
tempo. Neste caso, o impulso desta forga é:

)
I=F j dt,

I=F(, —t). (146)

Em forma escalar,
I=F(t, - t). (147)

A partir do grafico F' x t mostrado na figura 2.35, verifica-se que o
impulso da forga F , o intervalo At, é, numericamente, igual a area
delimitada pelo retangulo de altura F’' e base Af¢. A proxima situa¢ao
amplia este resultado, identificando, numericamente, o impulso de
uma for¢a com a area sob uma curva (qualquer) em um grafico £ x t.

F(t)

Figura 2.35
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b) A forca resultante externa F, = F, que atua sobre um corpo de
massa m, em um intervalo de tempo At =t, —t,, é dependente do tem-
po. A figura 2.36 mostra uma possivel variacao de F' com o tempo.

F(t)
F(t)

E(t))

Figura 2.36

Para mostrar que a area sob a curva no intervalo de tempo conside-
rado € numericamente igual ao impulso da for¢a F , comeca-se divi-
dindo o intervalo ¢, —f, em pequenos intervalos Az, todos de mesmo
valor. A seguir, para cada intervalo, calcula-se o impulso de uma for¢a
constante e de intensidade igual ao valor da for¢a no ponto médio do
intervalo (figura 2.37). A soma desses impulsos propicia um calculo
aproximado da area sob a curva e do impulso da forca F:

F(t)a

(N |

E(t, + 3At/2)
F(t, + At2)

LAt At At At At At b t

Figura 2.37

I =2z F@ + %)At + F(t, + %}At + ...+ F(t, — %)At,
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t,—A1/2
I = Y F(t)At (148)

4+A2

Diminuindo-se A¢, melhora-se a aproximagao, minimizando as "per-
das" e os "ganhos" nos calculos das areas em cada segmento. O im-
pulso da forca F resulta exato quando At — 0, ou seja:

t,—At/2
I =lim,_ , > F(t,)At,
4 +A1/2
5}
I = j F(t)dt. (149)
h

O conteudo dessa seg¢ao pode tornar mais clara a aproximagao feita
no exemplo do choque da bolinha de pingue-pongue contra a tabua
da mesa de jogo, na se¢ao 2.8, quando se "substituiu" a for¢a variavel
com o tempo, F ,, por uma for¢a constante F . Esta identidade implica
na igualdade dos impulsos das duas for¢as no intervalo de tempo da
colisao, ou seja, na igualdade das areas sob as duas curvas em um
grafico F x t (figura 2.38).

TFmb (t)dt TI:“dt,

] 4

[E,dt = F(t, - 1,). (150)

F(t)

Figura 2.38

Forgas de curta duragao, dependentes do tempo, como a exercida pela
mesa sobre a bolinha de pingue-pongue, ou por um martelo em um
prego, sao chamadas de for¢as impulsivas. Essas for¢as atingem in-
tensidades bastante grandes em relagao a outras forgas envolvidas
(como o peso, por exemplo).

82



2.10 O Relacionamento teoria-problema: quarta
parte

Um projétil € disparado contra uma esfera suspensa verticalmente
por um fio ideal. Sendo o choque perfeitamente inelastico, determine
a velocidade do sistema imediatamente apOs a colisao.

Solucao:

Tratando-se de um problema cujo enunciado suscita diferentes
hipoteses para a sua solucdo, considera-se, a seguir, trés diferentes
casos. Em todos eles, os impulsos associados as forcas pesos dos
objetos envolvidos sdo considerados despreziveis, bem como os
deslocamentos do projétil e da massa pendular até o repouso
relativo de ambos.

Sejam m, e my,, respectivamente, as massas do projétil e da
esfera, e v, o mdédulo da velocidade do projétil imediatamente

antes de colidir com a esfera, que se encontra imével.

Hipétese 1: A velocidade do projétil é perpendicular ao fio (figura
2.39).

MmyVa G > @ (my +mp) v

Figura 2.39

Sendo F e P, respectivamente, os momentos lineares do sistema
imediatamente antes e logo apés a colisao, e ndo havendo forca
resultante externa sobre o sistema durante o choque, tem-se

que:

P=mpy,i, (151)
I =0, (152)
P o= (m, + my)vi. (153)
Portanto,
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P, =P, (154)
(m, + myWwi =my,i,
(m, + my)y =mpy,,

y = Tl (155)
(m, + my)

No instante em que a velocidade do sistema é v, a tensdo no fio
é(m,+m,)g.

Hipétese 2: O projétil incide "de baixo para cima', com uma
velocidade que faz um angulo a com a direcao perpendicular ao
fio (figura 2.40).

Figura 2.40

Nesta situacdo, também ndo ha impulso de nenhuma forca
resultante externa sobre o sistema. Sendo 7:6, 0 momento
linear do projétil imediatamente antes da colisdo é igual ao
momento linear do sistema projétil-esfera ao término do choque;
portanto, ambos possuem a mesma direcdo. Assim:

P =P, (156)

1
my,cosai + my,senaj =
(m, + my)vecosa i + (m, + my)vsena j,
m,(v,cosai + visenaj) = (m, + my)(vcosa i + vsena) ],
my, = (m, + my)v. (157)

Naturalmente, (157) é uma decorréncia imediata de (156),
tornando desnecessaria qualquer decomposicdao de momento
linear em relacdo a eixos coordenados.



Escrevendo (157) em forma escalar e isolando v:
my, = (m, + my)v,
mAvA

v = —44 (158)
m, + m,

No instante em que o sistema tem esta velocidade, a tensdao no
fio é nula.

Hipétese 3: O projétil incide "de cima para baixo", com uma

velocidade que faz um angulo a com a direcao perpendicular ao
fio (figura 2.41).

myva -
FAt

I @ (my +mp) v

Figura 2.41

Nesse caso, hd uma forca impulsiva agindo sobre o sistema
durante a colisdo, variavel com o tempo. Esta forca é a tracdo
no fio. Considerando o seu impulso igual ao exercido por uma
forca constante F e sendo At a duracdo do choque, pode-se

escrever:

P = my,cosai — my,ssencj, (159)
I = FAt], (160)
P o= (m, + my)vi. (161)

Essas quantidades estao relacionadas pela equacao:
P +1 =P, (162)

my,cosai —myssenaj + FAt] = (m, + my)vi. (163)

A partir de (163), resulta:
my,cosa = (m, + my)v, (164)

equacdo que reflete a conservacdo do momento linear do
sistema na direcdo x, onde nao ha forca resultante externa sobre
o sistema, na colisdo, e:

myv,sena = FAt . (165)

De (164), encontra-se v:
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my,cosa. (166)
m, + m,

Conhecendo At, pode-se determinar F, a partir da relacio (165):

_m,v,sena
At

F (167)

Conservacao do momento linear

O momento linear de um sistema de n corpos (f’) ¢ a soma vetorial dos
momentos lineares dos corpos ( p;; j =1, 2,3 ..n) que o constituem:
P=p+p,+.+p,.

A varia¢ao temporal do momento linear de um sistema constituido
por um numero qualquer de corpos é:
P =

F

dt Text ”

Assim, o momento linear deste sistema varia em relagdo ao tempo
somente quando a forga resultante externa sobre ele for diferente de
zero; forgas internas nao alteram o momento linear de um sistema.

Nas colisdes, 0 momento linear é sempre conservado, seja a colisao
elastica ou inelastica. Em uma colisao elastica, vale a relacao escalar
de Huygens, isto €, a soma dos produtos das massas dos corpos pelos
quadrados de suas respectivas velocidades € constante. Em uma coli-
sdo inelastica, isto nao ocorre.

Se I # 0 e os momentos lineares de um sistema nos instantes ¢, € ¢,
forem, respectivamente, £ e P, tem-se:

15}

B, - F = |F_dt.

4
Posicao do centro de massa de um sistema de particulas

As coordenadas da posicao do centro de massa (CM) de um sistema
constituido por n particulas, de massa total M, sdo:
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Xew =7 mx; ,
i=1
1 n
Vu =DMy,
M5
1 n
z z—Zm.z..
CM 171
M =

Para um corpo rigido:

X, :ﬁjxdm,
You =ﬁfydm,
Z,, =ﬁjzdm :

Movimento do centro de massa

O momento linear do centro de massa de um sistema fechado, cons-
tituido por n particulas, € igual a soma dos momentos lineares das
particulas que o constituem:

My, =p+.+p,.
P=Mv,, .

A taxa de variagao com o tempo do momento linear total de um siste-
ma fechado € igual a for¢a resultante externa atuando sobre ele:

d_P = Yext = MaCM *
dt

!

Portanto, o CM movimenta-se como se fosse uma unica particula de
massa igual a massa total do sistema, sujeito a uma for¢a que € a
resultante de todas as forcas externas que agem sobre as particulas
do sistema.

Impulso de uma forca

A variagao do momento linear um corpo de massa m, sob a agao de n
forcas, F,, F,, .. F,,emum intervalo At =t, -t ¢é:
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B - P = [Edo+ [+ .+ [Far
4l 4 4

L5}
Sendo a integral .[Fidt definida como o impulso, Ij , da for¢a FJ no in-

4
tervalo At =t, —t,, a variagao do momento linear do corpo, neste in-

tervalo, € igual a soma dos impulsos das for¢as exercidas sobre ele:

—

B-B=0L+L+.+1=)1I.
=1
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Ao final deste capitulo, o aluno deverd ser capaz de:

e Definir o trabalho de uma for¢a constante.

* Redefinir a "vis-viva" de um corpo como mv%2 , inter-
pretando esta quantidade fisica como a energia cinética
do corpo.

e Utilizar os processos de somatorio e limite para deter-
minar a equagdo do trabalho realizado por uma for¢a
variavel em modulo.

e Demonstrar que o trabalho realizado pela for¢a resul-
tante sobre um corpo é igual d variagdo da sua energia
cinética.

e Caracterizar uma for¢a conservativa.

e Definir energia potencial gravitacional e energia poten-
cial elastica de uma mola (que obedece a lei de Hooke).

e Expressar a conservagdo da energia mecdnica em siste-
mas conservativos.

* Relacionar a variagdo da energia mecdnica de um sis-
tema a soma dos trabalhos das for¢a ndo conservativas
que agem sobre ele.

e Definir poténcia média e poténcia instantdnea (identifi-
cando unidades de medida)

 Enunciar o principio de conservagdo da energia.

e Aplicar os conceitos deste capitulo a resolugdo de pro-
blemas e questoes.

3.1 Introducgao

Em seu estudo “A conservacao da energia como exemplo de descober-
ta simultanea”, o fisico e historiador Thomas S. Kuhn (1989) destaca
o trabalho de doze cientistas que, no periodo de 1830 a 1850, lidaram
com diversos aspectos da conversibilidade de uma forma de energia
em outra. Alguns chegaram a conservagao da energia como uma lei
geral da natureza. Outros estabeleceram a validade deste principio no
ambito de processos especificos.

Os diferentes interesses de pesquisa € a formacao profissional diver-
sificada de Julius Robert Mayer (1814-1878), James Prescott Joule (1818-
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1889), Ludwig A. Colding, Hermann Ludwig Helmholtz (1821-1894), C.
F. Mohr (1806-1879), W. Grove, Michael Faraday (1791-1867), Justus Lie-
big (1803-1873), Nicholas Léonard Sadi Carnot (1796-1832), M. Séguin,
K. Holtzmann e G. A. Hirn, no campo da Fisica, da Engenharia e da
Medicina, conjugada a pluralidade de suas concepgoes sobre 0s pro-
cessos da natureza e do trabalho cientifico, conferem a descoberta da
conservacao da energia um curioso e atipico perfil. Entrar nos me-
andros dessa rica e complexa histéria demandaria aprofundamentos
que extrapolariam os objetivos do presente texto. Assim, neste capi-
tulo, faz-se uma abordagem essencialmente didatica ao principio da
conservacgao da energia:

a) identificando a forca viva mv* / 2 como a energia cinética do corpo;

b) mostrando como se calcula o trabalho de uma forga;

¢) relacionando o trabalho realizado pela for¢a resultante sobre um
corpo com a variagao da sua energia cinética;

d) caracterizando as propriedades de uma for¢a conservativa;

e) estabelecendo e discutindo a conservagao da energia em diversas
situacgoes;

f) promovendo o relacionamento teoria-problema em varios segmen-
tos do texto.

3.2 "Forga viva", energia cinética e trabalho

Considere, como "parametro conceitual’, o produto da massa de um
corpo pelo quadrado de sua velocidade, a "vis viva" do corpo, como
a designava Leibniz. Se o corpo estiver sujeito a acao de uma forca
resultante (nos termos newtonianos) diferente de zero, nao havera
conservagao da sua "forga viva". As situagoes descritas a seguir ilus-
tram isto, entre outras coisas.

Situacao 1:

Um corpo de massa m desloca-se horizontalmente sobre uma super-
ficie lisa (figura 3.1). Até o ponto 4, a sua velocidade é constante e de
modulo igual a v,. De 4 a B, ao longo de uma disténcia d, age sobre
o corpo uma forga horizontal constante de intensidade F|, que faz
com que o moédulo da velocidade do objeto no ponto B seja v.

—, —, — 57
Fte - N Y
Lo F1—>|7| Fyp—m, I
+ + X
A B
K d >

Figura 3.1 - Sob a agdo da forca F,, a velocidade do objeto varia de ¥, a ¥ no trecho 4B.
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Para o deslocamento do corpo no trecho AB, resulta:
XF =ma,

F=ma. (1
Como o movimento do objeto € uniformemente acelerado, as grande-
zas v,, v , a € d estdo relacionadas pela equagao:

v=v +2ad. )

Isolando a aceleracao em (2) e substituindo-a em (1), obtém-se:

2 2
voo— v,
a=—7r—r-, 3)
2d
o mv?: — mv;
1 2d
mvi-mv,=2Fd. (4)
Ou se€ja,
(mv'—mv])oc F d. (5)

Neste caso, ha um aumento da "for¢a viva" do corpo, que, para uma
dada distancia, sera tanto maior quanto maior for a intensidade da
forca aplicada F.

Observe que, se a forga F] estivesse fazendo um dngulo 6 (0 <0 < 90°)
com a horizontal, seja dirigida "para baixo", pressionando o corpo
contra a superficie de apoio, ou "para cima', diminuindo a intensidade
da forga normal em relagao a forga peso, a intensidade da forga resul-
tante sobre o objeto seria Fcosf e a relagdo (5) um caso particular
da relacao:

(mv’ —mv;) oc F, cos6 d. 6)

Situacgao 2:

Um corpo de massa m, em movimento retilineo e horizontal, deslo-
ca-se com velocidade constante e de intensidade igual a v, em um
trecho AB (figura 3.2). No trecho seguinte, BC, de comprimento d,
ele se movimenta sob os efeitos do atrito. v € o modulo da velocidade
em C.

Designando por f, a intensidade da forga de atrito cinético sobre o
corpo, tem-se que:
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Tt i Y
Lm Lm m L
. . o
A B e *
€ d >i

—f. =ma. (7)

Como o movimento é sob aceleracao constante no trecho BC,
vVi=v, +2ad. ®)

Multiplicando todos os termos desta relagao por m e fazendo uso de
(7), obtém-se:
mv:i=mv;+2mad,

mvi=mv, - 2f d,
mvi-mv, =-2f.d, )

(mv —mv)]) o —f d. (10)

Desta feita, ha um decréscimo da "vis viva" do corpo, proporcional
ao produto da for¢a de atrito cinético pela distancia percorrida pelo
objeto.

E interessante observar que, ndo havendo alteracao na relacao das
forcas aplicadas sobre o corpo para além do ponto C, havera, neces-
sariamente, a sua parada e, conseqientemente, a total "transforma-
¢ao" da "vis viva" original em "vis mortae".

Situagao 3:

A figura 3.3 refere-se ao movimento de um corpo de massa m que
se desloca em movimento retilineo uniforme e com velocidade de
modulo igual a v, em um trecho AB. No trecho seguinte, BC, de
comprimento d, o corpo se movimenta sob a acao de uma for¢a ho-
rizontal constante [7] de intensidade F;, e sob os efeitos do atrito.
v € o modulo da velocidade em C. A intensidade da for¢a de atrito
cinético f, & f..
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Adotando um procedimento de resolugao idéntico ao da situagao an-
terior, resulta:

—, — >
i - H - Y
L Fyp—m . Fy— m 1

: —— — ¥
A £ B 5 e

Figura 3.3 - Sob aco das forcas F, e ﬁ, a velocidade do objeto varia de v, a v no trecho BC.

mv2=mv§+2mad,
mv:=mv, +2(F -f)d,
(m vz—mvg) =2 -f)d, (11)

(mVvi-mv}) o (F —f)d. (12)
Este caso admite varias hipoteses:

Hipotese 1: Se F, #0 e f, =0, (12) se reduz a (5) e a situagao 1 apa-
rece como um caso particular da situagao 3.

Hipotese 2: Se F,=0 e f. #0, (12) se reduz a (10), evidenciando a
situagao 2 como um caso particular da situagao 3.

Hipétese 3: Se (F, — f.) >0, ha um aumento da "for¢a viva" do corpo.

Hipotese 4: Se (F, — f.) <0, ha uma diminui¢do da velocidade do cor-
po e, consequentemente, da sua "for¢a viva".

Hipdtese 5: Se (F, — f.) =0, a "forca viva" do corpo permanece inalterada.

O que, enfim, determina a conservagao ou nao da "for¢a viva" dos
corpos tratados nestes exemplos €, em ultima instancia, o "balango"
dos produtos das for¢as que agem sobre o corpo (na diregao do mo-
vimento) pela distdncia em que elas atuam. Forgas perpendiculares
a diregao do deslocamento, como a for¢a peso e a forga normal, nas
situagdes acima consideradas, nao produzem qualquer alteragao na
"forga viva" de um corpo.

Até 1782, o produto de uma for¢a por uma distancia nao recebeu nem
nome especifico nem prioridade conceitual na teoria da dindmica
(KUHN, 1989, p. 123). Nesta data, em um trabalho intitulado “

" Lazare Carnot (1753-1823) nomeia como
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“ " a grandeza que, posteriormente, a literatura
cientifica denominaria de trabalho.

E, de fato, na Engenharia que esta entidade conceitual aparece em
conexao com a mecanica das maquinas. Conforme escreve Carnot,
na obra acima mencionada,

Contudo, é apenas mais tarde, no periodo compreendido entre 1819 a
1839, através de obras como as de Gustave Coriolis (1792-1843), Jean
Poncelet (1788-1867) e Claude Navier (1785-1836), entre outros, com te-
mas centrais de estudo versando sobre a analise de maquinas em mo-
vimento, que o conceito de trabalho se estabelece, definitivamente.

O vinculo deste novo conceito com o de "for¢a viva', na Fisica, exige
a redefinicdo matematica da "vis-viva" como mv’ / 2 e a interpretagao
desta quantidade fisica como a energia cinética de um corpo K. Com
isso, a0 mesmo tempo que se preserva a prioridade conceitual da me-
dida do trabalho de uma forga, estabelece-se uma relagao quantitati-
va entre o trabalho realizado pela for¢a resultante sobre um corpo € a
varia¢ao da energia cinética deste corpo.

As equagoes (4), (9) e (11), das situagdes 1, 2 e 3, escritas, respectiva-
mente, como:

AK =F, d, (13)

AK =—fd (14)

e

AK = (F, - £)d, (15

na qual AK = m mvjj (16)
2 2

ilustram este resultado.

Designando, respectivamente, por We., W, e W, os trabalhos reali-
zados pelas forcas F;, f. e F. (forca resultante) nas situagdes 1,2 € 3
e considerando ainda que uma for¢a perpendicular a direcao de mo-
vimento de um objeto nao realiza trabalho sobre este objeto, pode-se
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escrever as relagoes (13), (14) € (15) como:

WFIZE.J=Fld=AK, (17)
W, =f.d=-fd= (18)
W, =F .d =Fd=(F -f)d = AK. (19)

Em todos os casos, 0 moédulo do deslocamento dos objetos coincide
com a disténcia por eles percorridas, pois 0os movimentos sao retiline-
0s e sem inversao de sentido.

Trabalho e energia cinética sao, ambos, grandezas fisicas escala-
res. Tal como o trabalho de uma forca constante (o trabalho de uma
for¢a de direcao constante e intensidade variavel sera objeto de dis-
cussao na secao 3.6), a energia cinética K de um corpo de massa m e
velocidade v (modulo v) também pode ser expressa na forma de um

produto escalar, ou seja:

K=Ltmvi=Lm? (20)
2 2

Conforme explicita a eq. (19), o trabalho da forga resultante sobre o
corpo na situagao 3 € igual a soma dos trabalhos das forcas 131 e Ji
(as forgas que realizam trabalho sobre o corpo):

We =W, + W, @h

ja que esta situagao inclui as anteriores como casos particulares.

Este ultimo resultado pode ser generalizado para um numero qual-
quer de forgas. Assim, se ha n for¢as constantes agindo sobre um cor-
po durante um certo deslocamento d , 0 trabalho da forca resultante,
WFr, ¢ igual a soma dos trabalhos de cada uma das forgas, WFI, WFz’
WFH, que atuam sobre ele:

W, = F .d, 2)
W, = (F+F+..+F).d,

W, =F.d+F .d F .d 23)
Wy = W, + Wy +..+W,, (24)

e este trabalho € igual a variagcao da energia cinética do corpo,

W, =F .d =mi.d = mad,
mv2 mv2
W, = L, 25
- 5 5 (25)
W, = AK. (26)

|

r
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3.3 Considera¢des de energia no movimento vertical
de um projétil

Em fun¢do de uma nova estrutura tedrica que, paulatinamente, co-
meca a se formar a partir dos conceitos de trabalho e energia cinética,
estuda-se, agora, o movimento de um corpo langado verticalmente
para cima.

De maneira a conferir generalidade aos resultados encontrados, se-
lecionam-se dois pontos quaisquer da trajetéria do projétil. Nestas
posicoes, o corpo de massa m tem ordenadas y, € y, (v, > y,) rela-
tivamente a um sistema de referéncia OY orientado positivamente
para cima e velocidades de modulos respectivamente iguais a v, € v,
(v, <v)) (figura 3.4).

y
) ITVQ

Vi -T‘ﬁ

0

Figura 3.4

De y, a y,, o deslocamento do projétil é:
d =dj,

d =@, -»nJ 27)

Neste trecho, e em qualquer outro da subida, o trabalho da for¢a peso,
P, &€ negativo, pois peso e deslocamento possuem sentidos opostos.
Deste modo, resulta:

W, =P.d,
WP = —-Pd,
WP = —mg (yz - yl)' (28)

Se a for¢a de resisténcia do ar for muito menor do que o peso do obje-
to, ela pode ser desconsiderada frente a esta forga. Neste caso, a forga
resultante sobre o projétil € o seu peso. Como o trabalho da forca
resultante sobre um corpo € igual a variagao da energia cinética do
corpo, pode-se escrever, para o trecho em questao, que:
W, =W, = AK,
2 2
my, my,

W, = - . 29
P > > (29)
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Da igualdade das relacoes (28) e (29), resulta:
mv,’ B mv}

2 2

- (mgyz - mgyl) = (30)

A eq. (30) relaciona variagdes em duas quantidades fisicas: da energia
cinética do corpo, mv* / 2 e de mgy, uma outra forma de energia, cha-
mada energia potencial gravitacional.

Estas variagdes sao iguais € opostas. Assim, se a energia cinética do
corpo diminui, a sua energia potencial gravitacional aumenta e vice-
versa. Em outras palavras, a soma da energia cinética e da energia
potencial gravitacional do corpo em cada ponto da trajetéria € uma
constante, considerando-se que nao ha forgas dissipativas. Enfatiza-
se isto reagrupando os termos da eq. (30), escrevendo-0s como:

mvl + mgy _ l’}’tv2
2 ! 2

+ mgy,. (31)

Designando, respectivamente, por U, e U, as energias potenciais
gravitacionais do corpo em y, e y, segue, de (31), que:
K +U, =K,+U,. (32)

Chamando de energia mecéanica do corpo esta quantidade que se
conserva em qualquer ponto da subida, e representando-a pela letra
E, tem-se, para pontos de ordenadas y,, y,, ..., ¥,, que:

E =FE =..=E =FE. (33)

Na descida, o trabalho da for¢a peso € positivo. Para o deslocamento
do projétil entre os pontos de ordenadas y, € y, (figura 3.5), tem-se:

Figura 3.5

W, = P.d =mg (). (», —y)=J)

WP

mg (yz - yl)' (34)

A forga peso € a forga resultante sobre o corpo, assim:

2 2

my my
W, = — - —/=. 35
P > > (39)
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A partir da igualdade das rela¢oes (34) e (35), obtém-se, novamente, a
conservagao da energia mecanica do sistema:

2 2
mv my
-mg (y, —y) = 22 - Tl
2 2
o + mgy, = m‘; + mgy,, (36)
E =E, (37)

Deste modo, a energia cinética do corpo aumenta as custas de de-
créscimos em sua energia potencial gravitacional, tendo em vista que
o atrito foi considerado desprezivel.

3.4 Unidades de energia

A unidade de energia (trabalho, energia cinética, energia potencial
etc.) no Sistema Internacional de Unidades € o joule.
1 joule = 1 newton . 1 metro

1J = 1N.m (38)

No Sistema CGS, a unidade de energia € o erg.
lerg = 1dina. 1 centimetro

lerg = 1dyn.cm (39)

A relagdo entre joule e erg € a seguinte:
1J=IN.1Im

1] = 10° dyn. 10° cm
1J =10’ ergs (40)

O elétron-volt (eV) e a caloria (cal) sdo outras unidades de energia
(mais usadas em Eletricidade e Termodinamica).
leV =1,6.10" 1] (41)

lcal = 4,21 (42)
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3.5 O relacionamento teoria-problema: primeira parte

Uma corda puxa, verticalmente, para cima um fardo de massa m. Sa-
bendo que a sua velocidade aumenta com o tempo, demonstre que
nao ha conservagao da energia mecanica do fardo enquanto a corda
esta tracionada (a resisténcia do ar € desprezivel).

Solucao:
Sejam y, e y, (¥, > y,) as ordenadas do fardo em dois pontos
(quaisquer) da sua subida e v, e v, (v, >V,), respectivamente, os

médulos de suas velocidades nestas posicdes (figura 3.6).

Os trabalhos realizados pela forca de tracao da corda T (de médu-
lo constante T') e pelo peso P (médulo mg) no deslocamento

d = (yz _yl).}:9 (43)

s30, respectivamente:

W, =T, —») (44)

e

W, = —mg (y, =) (45)
Y4

Yo1

J’J"ij

7777777'07777777

Figura 3.6

Como o trabalho da forca resultante sobre um corpo é igual a
soma dos trabalhos das forcas que atuam sobre ele e este trabalho
é igual a variacdo da energia cinética do corpo, resulta:

WF,- = AK,
W, +W, = AK, (46)
mvz mv2
W, - m )y =2 M
T g (¥, —»n) 5 5
sz sz
W, + 2‘ +tmgy = 22 + mg y,,
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W, + E = E,. (47)
T, -y)+E =E,. 48)

Assim, a energia mecanica do fardo em y, é maior do que a
sua energia mecanica em y,. Este acréscimo decorre do trabalho
exercido pela forca de tracdao da corda sobre o fardo.

Desconectando-se a corda do fardo em um certo ponto da
trajetoria este, a partir dai, sobe como um projétil, conservando
a sua energia mecanica.

Um menino puxa horizontalmente e com velocidade constante um
pequeno caixote de massa m por meio de uma corda (ideal) que faz
um angulo 6 com a vertical. Sabendo que a for¢ca que a superficie
exerce sobre o caixote é ng/ 3, encontre o trabalho realizado pela
forca de atrito quando o caixote percorre uma distancia d. A par-
tir da expressao obtida, calcule o valor deste trabalho, considerando
m=5kg, 0=45"ed =6 m.
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Solugao:

Dados e incognita:
a=0

m=15kg

Nie:f
0 =45°
@

N= 2mg/3 < V3 d

v
ﬂ \<
=

d = 6m Figura 3.7

Da teoria:
WF, = AK,

w

= = W (49)

O trabalho da corda sobre o objeto é:
W, = T senf d. (50)



De (50) em (49), escreve-se o trabalho da forca de atrito sobre o
objeto em funcado de T':

W, = — Tsenb d. (C)))

Determinacao de T':
2F =0

N + Tcos6 = mg,

%mg + Tcos® = mg,

mg
= . 52
3 cosf 62)
De (52) em (51):
mg
w., = - senf d,
% ( 3 cosf )
3 mgd tg0
w, = - —3 (53)
Para os valores dados, resulta:
(5) (10) 1g45° (6)
w, = - ,
¢ 3
W, = —-100J. (54)
Discussao:

De acordo com a eq. (53), o trabalho da forca de atrito cinético
é nulo para 6 =0°. De fato, ndo havendo componente da tracio
na direcao x, nao pode haver nenhum movimento do corpo
nesta direcao.

Um objeto € arremessado para cima ao longo de um plano inclinado
liso. Sabendo que o modulo da velocidade de langamento € v,, a que
altura do ponto de langamento ele se encontra quando a sua velocida-
de € v,/3? A intensidade da aceleragao da gravidade ¢ g.
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Solugao:

Dados e incégnita:

f. =0

Yo

y=7

v =1,/3

8 Figura 3.8

Como a forga peso € a forca resultante sobre o corpo:
W, = AK. (55)

Admitindo-se que o angulo de inclinagdo do plano seja 6 e
que o corpo percorre uma distancia d ao longo deste plano nas
condicOes especificadas pelo enunciado, segue, de (55), que:

mv* mv?
—mgsen0d = — — o 56
g > > (56)
Sendo
y = d senf, (57)
obtém-se, de (57) em (56), que:
2 2
m v, my,
—m J— —_— —_ ,
gy =3 (9 ) 5
2
myy 1
—-m = — =1,
gy > (9 )
4v?
y= (58)
9g
Discussao:

e A altura atingida pelo objeto ndo depende nem da inclinacdo
da rampa e nem da massa do objeto.

e Quanto maior for a velocidade de lancamento, maior sera a
altura atingida pelo objeto.

e Para uma aceleracdo da gravidade nula, a velocidade de lancamen-
to permaneceria inalterada e o corpo atingiria uma altura infinita.



Um corpo de massa m movimenta-se em linha reta sob a a¢ao de
uma forca de intensidade constante, F', de mesma direcao e sentido
que o deslocamento do moével. Fazendo coincidir a diregao do movi-
mento com a dire¢ao x, demonstre que o trabalho realizado por esta
forca entre x, € x, € numericamente igual a area sob o segmento deli-
mitado por x, € x, no correspondente diagrama F x x.

Solugao:

Dados e incognita:

F F
F - -
X, /%
% >
x2 OI X X, X
W.=7? Figura 3.9

O trabalho realizado pela forca F=F i, no deslocamento
d=(x,-x)1i,é

d, (59)

(xx, — x) (60)

Como F e (x, — x;) sao, respectivamente, a altura e a base do
retangulo hachurado nafigura 3.9, a area deste retangulo equivale
ao trabalho realizado pela forca F=F 1 no deslocamento
d=(x,-x)i.

A érea sob a curva de um grafico F x x corresponde ao trabalho
realizado pela forca F, independentemente da forca ser constante
ou variavel.

No conjunto mostrado na figura 3.10, a separagao entre M e m € x,
estando m a uma altura y do solo. Quando o obstaculo que impede o
deslocamento dos corpos € retirado, o sistema entra em movimento.
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Obtenha a velocidade com a qual M se choca contra o solo, usando con-
sideragoes de energia. A polia € lisa € o fio que liga os corpos € ideal.
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M

)

<

Figura 3.10
Solugao:
Dados e incognita:

M, mx,y, g

y="7

O sistema sob andlise é constituido pelos corpos de massas m e
M, pelo fio (ideal) e pela roldana (ideal).

As forcas peso dos dois corpos e as de tracdo exercidas sobre cada
um realizam trabalho. Como o trabalho da for¢a resultante sobre
o sistema é igual a variacdao da sua energia cinética, resulta:

W, = AK, 61)
W)y + Wp), + W)y + W), = K - K, (62)
onde
W)y = Mg (x +y), (63)
W),y = —mg(x + ), (64)
W)y = =T (x +y), (65)
W), = T (x+y), (66)
K = mzvz + szz e K, =0. 67)
De (63), (64), (65), (66) e (67) em (62), obtém-se:
Mg(e+y) — mg(x+3) = () + Ty = 227
(68)



As forcas internas em um sistema nao produzem variagdes na
velocidade (e, portanto, na energia cinética) deste sistema. Por
isso, a soma dos trabalhos da forca de tracao sobre m e M resulta

nula. Assim: )

Mg (x+y) — mg (x+y) = @ (69)

g (x+y) (M—m) = @

b - \/2g (x +3) (M —m) 70)
M+ m

Discussao:

A analise desta relacdo mostra que, nas condicdes apresentadas
pelo problema, quanto maior for o valor de y ou x, maior sera a
velocidade de M no momento do choque.

Independentemente do valor relativo das massas dos corpos, se
g =0, ndo ha movimento.

Para valores fixos de x, y e M, quanto menor for a massa m, maior
sera a intensidade de v.

Se m =0, a velocidade méaxima atingida por M independe de sua
massa, sendo funcdo apenas da altura de queda, isto é:

v=42g(x+y). 71

Um estudante escreveu, corretamente, as seguintes equagoes para
uma colisao unidimensional entre dois objetos de massas m, (velo-
cidades, em modulo, respectivamente iguais a v, € v;, antes e depois
do choque) e m, (velocidades, em modulo, respectivamente iguais a
v, € v,, antes e depois da colisdo) que se movimentam em um trilho
horizontal de ar:

MoV, —m, Vv, = —m vV, +mv, e v +Vv, = v +V,.

Demonstre que a energia mecanica deste sistema é constante.
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Solugao:

A partir das equacdes

'

myv, — mVv, = —m v{ + m, Vv, (72)
e
v, +v, = vll + v'2 . (73)

conclui-se que:

e A forca resultante sobre o sistema é nula, pois ha conservacao
da sua quantidade de movimento (momento linear).

¢ Os objetos movimentam-se em sentidos opostos antes e depois
da colisao.

¢ Acolisdo éelastica, ja que as velocidades relativas de aproximacao
e de afastamento sdo iguais.

A energia mecanica do sistema antes da colisdo é igual a soma

das energias cinéticas de cada corpo, isto é:
2 2
my myv
171 + 272

P T 5 (74)

Analogamente, a energia mecanica do sistema ap6s a colisdo é:
2 2
my m,v
_ 171 272
E, = + .
2 2

(75)

Para mostrar a igualdade das equacdes (74) e (75), é preciso,
primeiro, encontrar as velocidades v, e v, em funcdo de v, e v,.
Assim, isolando VI' em (73) e substituindo o resultado em (72),
resulta:

Vi = v+ v, — vyza (76)
mv, —mv, = —m O +v, —Vv,)+mv,
2m v, + (mp —my) v, = (m + m,) v,
: 2m, v, + (m, —m,)V
V2 — 1 1 ( 1 2) 2. (77)
ml + m2
De (77) em (76), obtém-se v;:
, 2m, v, + (m, —m,)V
Vo= v 4oy, - [2m, v, (m, ,) 2]’
ml + m2
y - my, + my, +my, + my, —2my, — my, + m,v,
1 m + m,



s M+ omy + 2m,v,
| )
m, + m,

(m,—m)v, + 2m,v,

(78)
m, + m,

De (77) e (78) em (75):
E = ﬂ[(mz —m)v, —"2’"2‘/2]2 n m, [2m, v, +(m —m,) Vz]2
/ 2 (m, + mz)2 2 (m, + mz)2

3

ml[(mz_m1)zv12 + 4(m, —m)m,vy, + 4m22V22]

2 (m, + m,)’

m, |:4m12‘)12 + A4(my —m,)myvy, + (m, _m2)2V22:|
+ .

2 (m, + m,)’

Cancelando os termos que envolvem o produto entre as veloci-
dades v, e v, e colocando em evidéncia v; e v;, resulta:

_ my; I:(mz —my)’ + 4m12] n m,yv, I:(ml —m,)" + 4m22:|

! 2 (m, +m,)* 2 (m, +m,)’ ’
£ = m1V12 [(mz +m1)2] N mzvj |:(ml +m2)2:|
s 2 (m, + m,)’ 2(m + m)*
m V2 m V2
E, = 1 4+ 222 - | 79

como se queria demonstrar.

3.6 Trabalho de uma forca de direcao constante e
intensidade variavel

Considere o movimento unidimensional de um corpo de massa m sob
a agao de uma forga cuja intensidade € fung¢ao da posi¢ao do corpo
em relagao a origem do referencial adotado. Admita, por simplicidade,
que for¢a e deslocamento tenham a mesma diregao (figura 3.11).

Fazendo coincidir a dire¢ao do movimento com a dire¢ao x, pode-
se expressar matematica e genericamente a for¢a e o deslocamento

Ccomao:
F =Fx)i, (80)

(81)
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Qual € o trabalho realizado pela forca F no deslocamento d?

F=F®i
[T . S

Figura 3.11

Supondo, arbitrariamente, que a varia¢ao da for¢a com a posi¢ao seja
a mostrada na figura 3.12, o trabalho realizado pela forca F'(x) entre
X, € x, €& numericamente, igual a area sob a curva delimitada por x, e
x,, como foi enfatizado no exemplo 4 .

Para determinar esta area, de uma forma aproximada, inicialmente,
divide-se o trecho x, —x, em segmentos de iguais comprimentos Ax.
A seguir e, para cada intervalo, calcula-se o trabalho realizado por
uma for¢a constante e de intensidade igual ao valor da for¢a no ponto
meédio do intervalo. Assim,

w. = F(xl+%)Ax + F(xﬁ%)Ax + ..+ F(xz—%)m,

X,—AX/2
W, = > F(x)Ax,
X +AX/2
F(x)A /
F (Xy—AX/2) | eemmmemmmeeaeeeae % :
// :
A .
7
F(x+3Ax2) | ... |
Fx+Ax/2) === 3 :
0 XIAX Ax Ax Ax  Ax  AxY2 X
Figura 3.12

Diminuindo-se Ax, melhora-se a aproximagao, minimizando as "per-
das e ganhos". O trabalho resulta exato quando Ax — 0, isto é:

X,—Ax/2
We = lim Y. F(x)Ax,
" A0 x (Axn
X
W, = j F(x) dx (82)
X
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O trabalho realizado pela forga F'(x) entre x, e x, ¢ a integral da fun-
¢ado F(x) de x, a x,.

Nao havendo outras for¢as agindo sobre o corpo na dire¢ao do movi-
mento, F' ¢ a forga resultante sobre o corpo. Desta forma,

X
W, = W, = [ mad, (83)
X
%
W, = m| L, (84)
5 di

Sendo v, € v,, respectivamente, as intensidades das velocidades do
Corpo em x, € x, €, sabendo ainda que:

dv dv dx dv
— = — — =v—, (85)
dt dx dt dx
segue, de (85) em (84), que:
Va
W, = mjv dv,
!
mv,* mv?
W. = 2 1 86
f > > (86)

Assim, a relagao:
We = W, = AK (87)

também se aplica a uma for¢a variavel, desde que esta forga seja a
forga resultante sobre o corpo.

Mas, e se agirem outras for¢as sobre o corpo, além da for¢ca F(x)?

Neste caso, como a for¢a resultante tem a dire¢ao x, pode-se escre-
vé-la como:

P F; ;a
F = >YFi=mai. (88)
O trabalho da forga resultante sobre o corpo entre x, € x, €, portanto:
X
WF, = f ma dx, (89)
X

e este trabalho, como ja foi demonstrado acima, € igual a variagao da
energia cinética do corpo no trecho em questao,
WF, = AK. (90)
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3.7 Trabalho da forg¢a elastica de uma mola

A forga elastica de uma mola é um exemplo de for¢a variavel. A ex-
pressao matematica desta forca pode ser encontrada a partir de um
experimento bastante simples.

Assim, a extremidade livre de uma mola disposta horizontalmente (a
outra encontra-se fixa) prende-se um corpo de massa m.

Com o auxilio de um dinamometro conectado ao corpo determinam-
se as intensidades das for¢as que devem ser exercidas sobre ele para
manté-lo imével em diversas posi¢oes, tanto comprimindo quanto
distendendo a mola.

A figura 3.13 mostra algumas destas for¢as quando a mola ¢ alonga-
da. As forgas 131 132‘ Fn devem, respectivamente, contrabalancgar as
forcas le, le, an, aplicadas pela mola sobre o corpo em x;, x,, ...,
x,, pois em qualquer posi¢ao a forga resultante € nula, ou seja,

Ij"j = — Fm/, j=L2..,n

Figura 3.13

O que a experiéncia mostra, nao apenas distendendo-se mas também
comprimindo-se a mola, € que as intensidades de 17“1 17“2, o Ii cres-
cem a medida que o objeto se afasta da sua posi¢ao de equilibrio (a
origem do eixo OX, isto €, o ponto em torno do qual ele oscila, quan-
do em movimento) e que € constante a razao F, / X,

A constante k é chamada de constante elastica da mola. O nimero
que a representa sintetiza as "propriedades" da mola (material de que
¢ feita, numero de espiras, espessura das espiras etc.).
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Forca aplicada e deformagao resultam, entdo, proporcionais. Assim,
para um afastamento qualquer x a partir da posi¢ao de equilibrio
pode-se escrever:

F(x) = kx, 91)

F = kxi. (92)

Como F e F, sao for¢as de mesmo modulo, mesma diregao e senti-
dos opostos, a for¢a exercida pela mola sobre o objeto tem a seguinte

expressao:
F o= —hxi, (93)
F (x) = —kx. (94)

E importante ressaltar que a equacgao (94), conhecida como lei de
Hooke, tem validade apenas dentro do limite de elasticidade da mola.

O sinal negativo nas equagoes (93) e (94) indica que a forga exercida
pela mola sobre o objeto aponta, sempre, para a posi¢ao de equilibrio
0. Ou seja, sendo a constante da mola positiva, se x >0 (correspon-
dendo a posi¢oes da mola distendida), F <0 (Fm el possuem sen-
tidos opostos). Para x <0 (mola comprimida), £, >0 (F“m e i tém o
mesmo sentido).

Significa, entao, dizer que cessando a a¢ao da forga F sobre o Corpo
(por exemplo, na posi¢ao x = a) e ficando este sujeito apenas a for¢a
elastica da mola (forca resultante), ele executara um movimento 0s-
cilatorio (entre x =a e x =—a). Nestas condi¢oes, qual é o trabalho
realizado pela for¢a da mola sobre o objeto quando ele se movimenta,
por exemplo, de x, a x,, alongando a mola (figura 3.14)?

Vi V2
- ﬁ
—;1 0' )é] )'52 C'l, X
Figura 3.14

De x, a x,, o trabalho da forca elastica da mola é:

X X
W, = [ F,()de = [ —kradx, 95)
X X
e
e T
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ok
W, = - (= —71). (96)

m 2

Como a forga elastica da mola € a for¢a resultante sobre o objeto,

2 2
my, my;
= - —. 97
F, 5 > 97)
Da igualdade das relagoes (96) e (97):
2 2 2 2
Che Ry omyy oy (98)
2 2 2 2

A eq. (98) relaciona variagoes em duas quantidades fisicas: da energia
cinética do corpo, my* / 2 e de kx? / 2, uma outra energia, vinculada a
mola, chamada energia potencial elastica. Estas variagoes sao iguais
e opostas. Diminuindo a energia cinética do corpo, aumenta a ener-
gia potencial elastica da mola e vice-versa. Em outras palavras, como
nao ha forgas dissipativas atuando no sistema massa-mola, a energia
mecdanica é constante em cada ponto da trajetoria.

Designando por U, K € U ky? respectivamente, as energias potenciais
elasticas da mola em x; e x, e reagrupando os termos da eq. (98),
obtém-se:

v ke kg 99)
2 2 2 2

K +U, =K, +U,, (100)

E =E, =..=E,. (101)

3.8 O relacionamento teoria-problema: segunda parte

Um corpo executa um movimento oscilatorio sobre uma superficie
horizontal preso a uma das extremidades de uma mola ideal dispos-
ta horizontalmente. A outra extremidade da mola encontra-se fixa.
Demonstre que a relagao existente entre o trabalho da forga de atrito
cinético, Wf quando o corpo se movimenta de x, a x,, distendendo a
mola, e as energias mecanicas do sistema massa-mola nestas posi-
coes, E, e E,, respectivamente, é:

W, +E =E,.
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Solugao:

Vi V2

9 2
T
Figura 3.15

A forca elastica da mola e a forca de atrito cinético sdo as forgas
que realizam trabalho sobre o corpo durante o seu deslocamento
de x, a x,, assim:

W. = AK, (102)

»

W, + W, = AK. (103)

Sendo m a massa do corpo em movimento oscilatério, k a cons-
tante elastica da mola e v, e v, , respectivamente, as velocidades
de m em x, e x, resulta:

X 2 2
W, + [ —krax = 22 - 2
Je 3 2 2 ’
1
b ? mv,’ mv;
ch —[—] = = - -,
2 7y 2 2
W ko k! mv,’ B mv;

w — = + , 104
Je 2 2 2 (104)
W, +E =E,. (105)

N&o ha, portanto, conservacdo da energia mecanica do sistema.
Como W, <0, E,<E, .

Um corpo executa um movimento oscilatorio sobre uma superficie
horizontal lisa preso a uma das extremidades de uma mola ideal dis-
posta horizontalmente (a outra extremidade da mola encontra-se
fixa). Durante um certo intervalo de tempo no qual o corpo se mo-
vimenta de x, (x; <0) a x, (x, <0), comprimindo a mola (figura 3.16),
age sobre ele uma for¢a horizontal constante na dire¢cao e sentido
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do movimento. Demonstre que, neste trecho, ndo ha conservagao da
energia mecanica do sistema massa-mola.
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V2e Vi

X
Figura 3.16
Solucao:

A forca horizontal e a forca elastica da mola sdo as forcas que
realizam trabalho sobre o corpo durante o seu deslocamento de
X, a Xx,, assim:

W. = AK, (106)

,4

W, + W, = AK. (107)

Sendo m a massa do corpo, k a constante elastica da mola, v, e v,
as intensidades das velocidades de m em x, e x,, respectivamente,
e, ainda, E, e E, as energias mecanicas do sistema massa-mola
em X, e x,, resulta:

2 2
Wy + [ —hwax = 2 - T
J 2 2
1
o2 mv,’ mv?
We =[—1 = = - -,
2, 2 2
2 2 2 2
ij_ﬁ_kxl)zmv2 mvl’
2 2 2 2
2 2 2 2
W, M Rk (108)
2 2 2 2
W, + E =E, (109)

Como o trabalho da forca F' no trecho em questao é:
W, = Flx, — x| >0, (110)

a energia mecanica do sistema massa-mola em x, é maior do
que em x,, ndo havendo, portanto, a sua conservagao.



3.9 Forcas conservativas

Nas segoes 3.3 e 3.7, chegou-se a conservagao da energia mecanica
estudando-se, respectivamente, o movimento vertical de um projétil e
0 movimento oscilatério de um corpo preso a uma das extremidades
de uma mola horizontal.

Obteve-se esta conservacgao, em cada caso, relacionando-se os traba-
lhos realizados pela for¢a peso e pela forga elastica da mola a varia-
¢oes de uma fungao energia potencial (gravitacional no caso da for¢a
peso e elastica no caso da forga exercida pela mola sobre o movel a ela
preso) e associando-se estas variagdes a variagoes iguais e opostas
nas correspondentes energias cinéticas dos corpos em movimento.

Por outro lado, os exemplos 1 e 8 ilustram situagdes de nao conserva-
¢ao da energia mecanica. Por qué?

Porque, nestes casos, nao foi possivel relacionar nenhuma fungao
energia potencial nem a for¢a de tragao da corda, T, no exemplo 1, e
nem a forca F, na situacdo explorada pelo exemplo 8. Isto €, ndao ha
nenhuma varia¢ao de energia potencial associada aos trabalhos rea-
lizados por estas forgas.

Portanto, as forgas peso e elastica parecem possuir propriedades que
outras for¢as, como o atrito, nao tém. De fato, as for¢as peso e elastica
sao forgas conservativas.

Forgas conservativas nao alteram a energia mecanica de um sistema.
Deste modo, o trabalho de uma for¢a conservativa em um percur-

so fechado é nulo.

Assim, no caso de um projétil arremessado verticalmente para cima
(figura 3.17) tem-se que o trabalho da for¢a peso no trecho:

Figura 3.17
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a) ab (do ponto de lancamento a altura maxima) é:
Wp)w = —mg (¥ — o) (111)

b) ba (retorno do projétil ao ponto de langamento) é:
(WP)ba = mg(y — yo); (112)

) aba (percurso fechado) é:
Wwa = Wp)y + Wp),, = 0. (113)

Analogamente, no caso de um corpo oscilante preso a uma das ex-
tremidades de uma mola horizontal (figura 3.18), o trabalho da forca
elastica da mola sobre o corpo no trecho:

Vi M2
- >
5 - -
4868688868080
A + + +
0 x; X
Figura 3.18

a) ab (do ponto onde a mola encontra-se distendida de x, em relacao
ao seu comprimento normal até o seu alongamento maximo) é:

ko kx?
( F, )ab ( 2 2 ) ( )
b) ba (retorno do movel a x,) €:
kx? kox?
w = (— - 2, 115
( F, )ba ( 2 2 ) ( )

) aba (percurso fechado) é:
(WFm )aba = (WFm )ah + (WFm )ba = O (1 16)

A forga de atrito cinético € uma for¢a ndao conservativa. Ela dissipa
energia mecanica de um sistema fisico. Um caso concreto, a seguir,
ilustra este fato.

Admita, por exemplo, que um objeto de massa m seja impulsionado
para cima a partir da base de uma rampa inclinada de um angulo 6
sobre a horizontal (figura 3.19). Seja v, a intensidade da velocidade de
langcamento, d a distancia percorrida pelo corpo até parar e u, o coe-
ficiente de atrito cinético. Nestas condi¢oes, verifica-se que o trabalho
realizado pela for¢a de atrito cinético:

a) entre o ponto de langamento e a altura maxima atingida pelo objeto é:
W)y = —fd = —u.mgcosbd; (117)
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b) no retorno do movel ao ponto de partida é:
W Ve = —Jfd = —u.mgcosb d; (118)

¢) no percurso fechado aba é:
(WfL )aba = (Wﬂ )ab + (WfL )ba’

W) —2u, mgcosO d. (119)

aba

Figura 3.19

Como se V€, o trabalho da forga de atrito cinético no percurso fechado
aba nao € nulo. E é exatamente por este motivo que nao ha conserva-
¢ao da energia mecanica deste sistema.

Assim, designando por v a intensidade da velocidade de retorno ao
ponto de langamento e sabendo que, no percurso fechado aba, além
da forca de atrito também o peso realiza trabalho sobre o moével,
pode-se escrever que:

W, = AK, (120)
W + W )ua = mTVz - mzvé, (121)
0+ W)we = E — E,

W )wa + Ey = E, (122)
—2u.mgcos0d + E, = E. (123)

A seguir, considere que um corpo se movimente de um ponto a a outro b
(figura 3.20) por um certo caminho (trajetoria 1) e que retorne novamente
a a, seguindo um percurso diferente do anterior (trajetédria 2). Suponha,
igualmente, que sobre este corpo atue uma forca conservativa £

cons *

1 b

Figura 3.20

Sendo nulo o trabalho exercido por uma for¢a conservativa em um
percurso fechado, os trabalhos realizados pela for¢a F, = ao longo

cons
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dos trajetos 1 e 2, W, ), € W, ),,,, respectivamente, estdo rela-
cionados pela equagao:
(Wans )ab,l + (WF;M‘ )ba,Z = O’ (124)

Wi s = = Wi, Dpar- (125)

Admita, agora, que o movimento de ida e volta do objeto entre os
pontos a e b ocorra ao longo de uma mesma trajetoria, por exemplo a
trajetoria 1 (figura 3.21). Neste caso:

(WFM g + Wy )ba,l = 0, (126)

cons

(WFCO,,S)ab,l = - (WF)bal (127)

Figura 3.21

Da igualdade das relacoes (125) e (127) segue, entao, que:

(WFM dbat = (WFM Dba2- (128)
Desta forma, ndao importa se o corpo movimenta-se de b para a ao
longo da trajetoria 1 ou segundo a trajetédria 2. O trabalho realizado
pela for¢ca F,, , em ambos 0s casos, € 0 mesmo.

Assim, o trabalho realizado por uma for¢a conservativa entre dois
pontos quaisquer nao depende da trajetoria seguida pelo movel entre
estes dois pontos.

3.10 O relacionamento teoria-problema: terceira parte

Uma bolinha de gude de massa m, situada no ponto mais alto de uma
esfera de raio R, desliza, a partir do repouso € sem atrito, sobre a
esfera, que se mantém imovel. Determine o angulo 6, para o qual a
bolinha abandona a esfera.
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Figura 3.22
Solugao:
Dados e incognita:
A: ponto de partida da bolinha
B: ponto em que a bolinha deixa a esfera
v, =0
R: raio da esfera
m: massa da bolinha

6. = ? (angulo correspondente ao arco AB)

Figura 3.23

A forca centripeta sobre a bolinha, em seu movimento de 4 a B, é:

2
SF = my ,
R

mgcosd — N = m}: . (129)

No ponto B, a esfera ndao mais exerce forca sobre a bolinha.
Assim: >
mvy

mg cos = ) 130
g ¢ Rz (130)

Para encontrar a velocidade da bolinha no ponto B em fun¢do de
0., faz-se uso da conservacdo da energia mecanica do sistema,
pois a forca normal ndo realiza trabalho sobre a bolinha e o peso é
uma forca conservativa. Deste modo, e de acordo com a posicao e
orientacao do referencial mostrado na figura 3.23, obtém-se:
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E, = E,, (131)

mgR = + mgRcos0 _, (132)
V2

=2 = gR(1 - cosb,),

2

v; = 2gR (1 — cosf)). (133)

De (133) em (130), determina-se 6 :
mg cost, = % 2gR (1 — cos0,),

cosO, = 2(1 — cosh,),

0. = arc cos % (134)

c

Uma pequena esfera, de massa m, presa a extremidade de um fio ide-
al, gira em um circulo vertical de raio R. Demonstre que a tensdo no
fio, quando a esfera se encontra no ponto mais baixo da trajetoria,
excede a tensdo no ponto mais alto de um valor igual a seis vezes o
peso da esfera.
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Solucgao:

Dados e incognita

m

R

g Figura 3.24 - As intensidades
das forcas ndo estdo em escala.

T, = T, + 6mg (demonstrar)

Aplicando a relacao:

2
R = 2 (135)

para os pontos mais alto e mais baixo da trajetéria, nos quais as
intensidades da velocidade e da tracdo na corda sao, respectiva-
mente, iguaisa 7, e v, e T, e v,, resulta:

2
T, + mg = (136)
R
e
mvé
T, — mg = R (137)



Subtraindo as equacaos (137) e (136):
T, - T, — 2mg = %(v; ) (138)

Como a tragdo ndo realiza trabalho e o peso é uma forca conser-
vativa, ha conservacdo da energia mecanica do sistema. Deste
modo:

E, = E, (139)

Considerando nula a energia potencial em B, tem-se:
2 2

my my
4+ mg2R = 2B ,

vi — v. = 4gR. (140)

De (140) em (138): "
I, - T, - 2mg = E(4gR)’
I, = T, + 6bmg, (141)

como se queria demonstrar.

Encontre a altura maxima atingida por um projétil lancado com uma
velocidade de modulo v, inclinada de um angulo 6, com a horizon-
tal. A intensidade da aceleracao da gravidade em todo o percurso é
constante e igual a g . Despreze a resisténcia do ar. Utilize, necessa-
riamente, consideragoes de energia para resolver esta questao.

Solucao:

Dados e incégnita:

=9 y P2,y
Y ' | ,{—.m.)é.v =v,=v,cosh,
Vy vosenegl\- ------ v 0,// , e
A m
0, 905
> >
g P(0,0)|y, cosb, P(4,0)
A L
Figura 3.25

Depois do lancamento, a Unica forca que age sobre o projétil é a
forca de atracdo da Terra. Como o peso é uma forca conservativa,
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a energia mecanica é a mesma em qualquer ponto da trajetéria.
Assim, considerando os pontos de coordenadas (0,0) e (4/2,y,)
(figura 3.25) e sendo m a massa do projétil, resulta:
2 2
my; my
2 2 &V (142)

A velocidade do projétil no ponto mais alto da trajetéria é:
v = v, = yycos0,. (143)

X

De (143) em (142), obtém-se y, :

2 2 2
v, v,cos 0,
- = =2 9 4 ,
2 2 En
2
v, = Yo a1 - cos290),
2g
2 2
= vysen 0, ' (144)
2g
Discussao:

Como o movimento de um projétil é o resultado da combinacao
de dois movimentos perpendiculares e independentes, o célculo
da altura maxima dispensa qualquer consideracao sobre o afasta-
mento horizontal do projétil em relacdo ao ponto de lancamento.
Em termos de direcdo y, o que se tem é um objeto arremessado
para cima, com velocidade Vo, = v,send,. Sob a influéncia da for-
ca peso, esta velocidade vai a zero no ponto de altura maxima.
Escrevendo, entdo, a conservacao da energia mecanica para os
pontos de coordenadas (0,0) e (0,y, ), resulta:

mvy
- = mgy,, (145)
2
mvosen’6, "
> EVm>
2g

Calcule a intensidade da velocidade do objeto no ponto B (figura 3.26),
por considerag¢oes de energia.
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Dados: m=4,0kg, v, =10,0 m/s, F=14,0N, d=5,0m, u=0,3 ¢
g=10,0 m/s”.

_>V,4

F 1
A

]!
V.

Figura 3.26
Solugao:
Como a forga Fea forca de atrito cinético sao forcas ndo conser-

vativas, os trabalhos destas forcas no trecho AB e as energias me-
canicas do objeto em 4 e em B estao relacionados pela equacao:

E, + W, + W, = Eg (147)

na qual

E, - mvj,

E, = "y (148)
2

w. = Fd

e

W, = —umgd. (149)

Das relagdes acima em (147):

mv (F —umg)d = mzv; (150)

Substituindo-se os valores numéricos correspondentes a estas
grandezas, obtém-se v,:
200 + (14 - 12)5 = 2v;,

v, = J105 = 10,25 ? 151)

Discussao:

Reagrupando os termos na eq.(150), chega-se (como era natu-
ral de se esperar), a um resultado bem conhecido no estudo da
dinamica:

m- . 5 2
(F —umg)d = 5 vy — vy, (152)
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F —umg = ma, (153)

Um fio, de massa desprezivel, passando por uma polia lisa, liga dois
corpos A4 e B, de massas respectivamente iguais a m, =10 kg e
m, =15 kg, como mostra a figura 3.27. Ao se romper o fio que pren-
de B a um suporte fixo, o sistema entra em movimento, sem atrito.
Nestas condigoes, calcule a intensidade das velocidades dos corpos
depois deles percorrerem 70 cm ao longo de suas respectivas super-
ficies de apoio.

) B
0
Figura 3.27
Solugao:
Dados e incégnita:
m, = 10 kg d
y ——
m, = 15kg A 3 L B
_ d
d =0,7m " T h, hB
6 = 30° ) ”
v =72 Figura 3.28

Tendo em vista que:

a) a forca peso é uma forca conservativa; b) ndo ha atrito no
movimento dos corpos e ¢) a soma dos trabalhos da forca de tracdo
sobre A e B é nula, ha conservacao da energia mecanica do sistema
constituido pelos corpos A4, B, fio (ideal) e roldana (ideal).
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Designando por E. a energia mecanica do sistema no instante
em que se parte o fio que prende B ao suporte fixo e por £, a
energia mecanica do sistema depois de A (e de B) ter percorrido
uma distancia d, pode-se escrever, de acordo com a posicdo e
orientacdo do referencial escolhido, que:

E =F

= E, (155)

m,v myv

m,gh, + mygh, + + myg hy, (156)

Isto é, o sistema adquire energia cinética as custas da perda
de energia potencial gravitacional do corpo 4, ja que nado ha
variacao de energia potencial gravitacional do corpo B durante

o deslocamento dos objetos. Assim:
(m, + mB)V2

m,g dsend = 5,
y o= |2mag dsent (157)
m, + my
0
. \/2(10)(10)(0,7)sen30 _ 167 (158)
10 + 15 S
Discussao:

Se houvesse atrito no movimento dos corpos, a intensidade das
velocidades de 4 e de B, depois de percorrerem a distancia d,
seria v (v <v), devido a ndo conservacdo da energia mecanica
do sistema. Designando por W, e W, os trabalhos das forcas
de atrito cinético sobre 4 e B, resultaria, neste caso:

E + W, + W, =E, (159)
no qual

E, = m,gdsend + mygh,, (160)

12

Ef = % + mth, (161)
w, = —u,m,gcosbd (162)
e

Wi = —Hamgd, (163)

sendo u_, e u_, os coeficientes de atrito cinéticode 4 e B com
as respectivas superficies de apoio.
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No sistema mostrado na figura 3.29, uma mola ideal, de constante
elastica igual a 400 N/m, encontra-se comprimida entre dois car-
rinhos 4 e B. O sistema entra em movimento a partir do repouso,
quando o fio que liga os carrinhos é cortado. Como a mola nao esta
fixa a nenhum dos corpos, ela cai sobre a superficie horizontal quan-
do atinge o seu comprimento normal. Neste instante, as intensidades
das velocidades de 4 e de B sao, respectivamente, iguais a 8m/ s e
4m/s . Determine a energia potencial elastica maxima da mola. Des-
preze o atrito. Considere m, =12kg e m =15kg.

Figura 3.29
Solugao:

Dados e incégnita:

k = 400 N/m

Vo, =V, =0

v,=8 m/s; m, = 12kg
v, =4 m/s; m, = 15kg
u, =7

0 X

v €—— O —> V3
ﬂ 3335383

Figura 3.30

As forcas exercidas entre cada carrinho e a mola sao forgas inter-
nas. Sendo nula a forca resultante externa sobre o sistema (car-
rinho + mola), o seu momento linear € o mesmo em qualquer
instante, isto é:

. dP

F o= —, 164
Text dt ( )

dt

5
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p, + py = vetor constante, (165)

Como o momento linear inicial do sistema é nulo:
p, + py = 0. (166)

Admitindo-se que o movimento se processa na direcdo x e que
o sentido do momento linear de B coincida com o da orientacao
positiva do eixo ox (figura 3.30), resulta:

(-my, + my)i = 01,

my, = mgvy. (167)

Como ndo ha forcas ndo conservativas agindo sobre o sistema,
a sua energia mecanica € constante. Esta energia é a que existe
"armazenada" na mola, U ,.

A medida que a mola vai se descomprimindo, a sua energia po-
tencial elastica diminui; em contrapartida, cresce a energia ci-
nética dos carrinhos. Designando por x, a compressdao maxima
da mola, e por x' a sua compressao no instante em que as in-
tensidades das velocidades dos carrinhos sdo v, e v,, pode-se
escrever que:

2 2 '2 "2
o _omen oMy, ke (168)
2 2 2 2
'2 '2 2
Um — mA VA + vaB + ]OC ('I 69)
2 2 2

Quando nao ha mais interacio entre a mola e os carrinhos, x =0
e a energia mecanica do sistema é igual a energia cinética dos
dois carrinhos,

2 2
U, = mféVA + ml;VB, (170)
Assim, ) )
U - 2@ (15)(4)’
2 2
U = 5047. )

m

3.11 Poténcia

Quando uma for¢a realiza trabalho, em muitas situacoes, € relevan-
te saber em quanto tempo ele é executado. Denomina-se poténcia a
grandeza fisica relacionada a rapidez com que um trabalho ¢ feito.
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Figura 3.31 - James Watt

Se um trabalho W for executado em um intervalo de tempo At, a po-

téncia média P ¢ definida por:

= W

P=— (172)
At

A poténcia em um determinado instante, ou seja, a poténcia instan-

tdnea € obtida tomando-se o limite da equagao (172) quando At tende

a zero:

P=lim—="". (173)

A unidade de poténcia no Sistema Internacional de Unidades € o

ljoule
I watt = ———,
1 segundo

1w =1l (174)
S

A poténcia de motores (carros, barcos etc.) €, muitas vezes, expresssa
em termos da unidade hp (horsepower):
1 hp =746 W. (175)

3.12 O relacionamento teoria-problema: quarta parte

Determine a poténcia média fornecida por um guincho para elevar
um bloco de granito ao longo de um plano inclinado.

Resoluc¢ao:

As grandezas relevantes para a solucao deste problema aberto
sao as seguintes:

m: massa do bloco de granito;
F, : forca (constante) com que o guincho puxa o bloco;

d : deslocamento do bloco (médulo d);

h: altura do plano inclinado;
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x: comprimento da base do plano inclinado;
g: intensidade da aceleracdo da gravidade;
a: intensidade da aceleracao do bloco;

u : coeficiente de atrito cinético;

t,: tempo que o bloco leva para subir, com velocidade constante,
a rampa lisa;

t,: tempo que o bloco leva para subir, com velocidade constante,
a rampa com atrito;

t,: tempo que o bloco leva para subir, com aceleragao constante,
a rampa com atrito.

O cabo e a roldana sdo ideais.

Figura 3.32

Hipotese 1: O bloco é puxado com velocidade constante em um
plano inclinado liso (atrito desprezivel). O cabo do guincho é
paralelo a rampa.

Figura 3.33

Y. F, =0,

F_ =mg sen 0, (174)

sendo @ o angulo entre o plano inclinado e a horizontal.
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O trabalho realizado pelo (motor do) guincho para puxar o bloco
sobre a rampa, através de uma distancia d, é:

W=F,.d (175)

O angulo entre a forga ﬁg e 0 deslocamento d é 0°. Logo,
W= Fg d cos0°,

W =mgsen 6d. (176)

Portanto, a poténcia média fornecida pelo guincho é dada por:

p= (177)
4
pe mgsen@d. (178)
tl
Expressando este resultado em funcao da altura /4, vem:
pmgh (179)

4

Hipdtese 2: O bloco é puxado com velocidade constante, mas o
atrito ndo é desprezivel. O cabo do guincho é paralelo ao plano
inclinado.

Figura 3.34

Fg—mg senf —f =0, (180)
F —mg sen 0 — p mg cost) = 0,

F, =mg (sen 0 +u_cosb). (181)

O trabalho realizado pelo (motor do) guincho para deslocar o
bloco por uma distancia d, sobre a rampa, é:

W=F,.d.



W=Fd,

4
W =mg (dsen 0 +u_d cosb), (182)
W =mg (h +u_ x). (183)

A poténcia média fornecida pelo guincho resulta:

p= (184)
t2

p_mg e px)
t2

(185)

Hipétese 3: O bloco é puxado, a partir do repouso, com aceleracao
constante. O cabo do guincho é paralelo ao plano inclinado.

ZF; =ma,
Fg—mgsen@—fc=ma,
F,— mg sen 0 — u mg cost) = ma,

F =ma+ mg (sen 0 +u_ cosb). (186)

O trabalho realizado pelo (motor do) guincho para elevar o bloco
até o topo da rampa resulta:

W=Fd,
4
W =ma d +mg (d sen 0 +u_d cos0),
W =mad +mg (h +u x). (187)

A poténcia média fornecida pelo guincho é:

P (188)
I3

_mad+mg(h+ u x)
1, '

P

(189)
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Trabalho

O trabalho W realizado por uma forca constante F sobre um corpo,
enquanto este efetua um deslocamento d , é:

W=F.d.

Se a forga tiver diregao constante e intensidade variavel, o trabalho
realizado pela for¢ca F'(x) entre x, e x, resulta:

Energia cinética

A energia cinética de um corpo K esta associada ao seu movimento
e € dada pela equacgao:
K=m?/2.

A relagao quantitativa entre o trabalho realizado pela forga resultante
sobre um corpo e a variagao da energia cinética deste corpo pode ser
escrita como:

W =AK.

Energia potencial

A energia potencial U de um sistema esta associada as posigoes rela-
tivas entre os seus corpos.

Energia potencial gravitacional

A variagao da energia potencial gravitacional de um sistema constitu-
ido por um corpo e a Terra (m,,,, >>m_, ) €
AU =mgAy ,

na qual Ay ¢ a distancia entre o objeto e a superficie da Terra.
Geralmente, considera-se a energia potencial gravitacional nula em
y =0, de modo que pode-se dizer que a energia potencial gravitacio-

nal do corpo em y é:
U=mgy.
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Energia potencial elastica

A energia potencial elastica de uma mola distendida ou comprimida
de x, em relagao a sua posig¢ao de equilibrio, é:

1
U=—k*.

2

Energia mecanica

A energia mecénica £ de um sistema € a soma da energia cinética e
da energia potencial gravitacional e/ou elastica,
E=K+U.

Forgas conservativas, ndo-conservativas € a conservagao da energia
mecanica

Forgas conservativas nao alteram a energia mecanica de um sistema.
Desse modo, o trabalho de uma for¢a conservativa em um percurso
fechado € nulo.

Se sO atuarem forgas conservativas:
E=K +U =K,+U,.

Quando agem for¢as nao-conservativas no sistema, o trabalho rea-
lizado por elas em um percurso fechado nao € nulo. Assim, ndo ha
conservacao da energia mecéanica neste sistema.

Lei da conservagao da energia

Em sistemas isolados, a energia pode se transformar de uma forma
em outra, mas a energia total, incluindo as formas nao-mecanicas,
permanece a mesma.

Poténcia

Denomina-se poténcia a grandeza fisica relacionada a rapidez com
que um trabalho ¢€ feito.

Se um trabalho W for executado em um intervalo de tempo A¢, a po-
téncia média P € definida por:
= W
P=—.
At
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A poténcia em um determinado instante, ou seja, a poténcia instan-
tanea, € dada por:
W aw
P=lim —=—-.
A0 At dt
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