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Apresentação

Com o seu “Philosophiae naturalis principia mathematica” (“Princípios ma-

temáticos de filosofia natural”), publicado em 1687, Newton protagoniza um 

dos mais importantes capítulos na história da física ao promover a grande 

transformação intelectual que deu origem à ciência moderna. 

O “Principia” está dividido em três partes ou livros: no Livro 1, Newton de-

senvolve os princípios gerais da dinâmica dos corpos em movimento. Nele, 

aparecem as suas famosas três leis; o Livro 2 trata da mecânica dos fluidos, 

isto é, do movimento dos corpos em meios resistentes (líquidos e gases) e do 

movimento desses meios; o Livro 3 aplica a mecânica newtoniana ao movi-

mento dos corpos celestes.

Este texto emerge em uma ciência agitada por uma nova postura filosófica. 

As hierarquias e qualidades finalísticas e ocultas da filosofia natural aristoté-

lica não fazem mais sentido à discussão. É nas leis da matéria em movimento 

e do choque mecânico que se supõe residir a chave para a compreensão de 

todos os fenômenos. O artífice maior desta nova corrente de pensamento é o 

filósofo e matemático francês Renê Descartes (1596-1650). 

Assim, e como forma de resgatar o contexto histórico que levou Newton às 

suas leis, inicia-se o primeiro capítulo com uma discussão sucinta do me-

canicismo cartesiano, mostrando como Descartes estabelece o princípio da 

inércia (linear, “newtoniana”, e não circular, galileana). Contudo, é a lei da 

conservação da quantidade de movimento, enunciada por Descartes a partir 

do seu entendimento sobre como se deve investigar a ciência, e não o prin-

cípio da inércia, que atrai o interesse dos cientistas do século XVII. O que, 

afinal, se conserva em uma colisão é a tônica dos assuntos explorados neste 

capítulo. Os estudos de alguns cientistas, nessa direção, terminam por esta-

belecer noções precursoras do moderno princípio da transformação e con-

servação da energia. A falta, ainda, de uma noção clara do conceito de força 

(que vem com Newton) é, em última instância, o que precipita estas idéias.

Demonstrando, experimentalmente, em que condições ocorre a conservação 

da quantidade de movimento em uma colisão, Newton identifica uma força 

com a taxa da variação temporal da quantidade de movimento de um corpo 

(segunda lei) e conclui que as forças envolvidas em um choque mecânico pos-



suem a mesma intensidade, a mesma direção e sentidos opostos (terceira lei).

No capítulo 2, examina-se, didaticamente, a conservação e a não conserva-

ção da quantidade de movimento em diversas sistemas físicos. 

O capítulo 3 atém-se, basicamente, a uma abordagem didática da conserva-

ção da energia. O desenvolvimento histórico desse tema extrapola os objeti-

vos do presente texto.

Os Autores
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Ao final deste capítulo, o aluno deverá ser capaz de: 
• Analisar, científica e epistemologicamente, a proposição 

de Descartes relativa à conservação da quantidade de 
movimento (ou momento linear) do mundo.

• Enunciar o princípio da inércia, nos termos de Descartes.
• Examinar as contribuições e limitações dos estudos de 

Wallis e de Huygens a choques perfeitamente inelásticos 
e elásticos, respectivamente.

• Discutir qualitativa e quantitativamente os estudos 
newtonianos sobre a conservação da quantidade de mo-
vimento em uma colisão.

• Contrastar os conceitos de força de Leibiniz e de 
Newton.

1.1 Introdução

As conquistas da ciência dos séculos XV e XVI preparam o espírito 
científico do século XVII para uma ruptura definitiva com esquemas 
conceituais ultrapassados. A física qualitativa, descritiva, compatível 
com uma determinada maneira de ver o mundo, vai ser substituída 
por uma física quantitativa e por um novo método na ciência; o mun-
do pré-newtoniano ainda persiste em se manter fechado, mas está 
para perder a sua carapaça delimitadora e, em um primeiro momen-
to, transformar-se em um universo, se não infinito ao menos muito 
extenso, sem limites definidos; as hierarquias do mundo aristotélico 
não fazem mais sentido; à suposta dicotomia das físicas terrestre e 
celeste insinua-se, cada vez mais intensamente, a idéia de uma única 
Física capaz de reger os fenômenos em todos os domínios do univer-
so; o próprio homem é obrigado a repensar muitos dos seus valores, 
ao ver iminente o seu habitat natural deixar a ilusória posição central 
no cosmo para ser tão somente uma entidade entre um número infin-
dável de outras entidades existentes em um universo sem fim.
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É sob uma atmosfera de profundas transformações, na qual já se en-
contram em andamento algumas mudanças significativas em relação 
às formas até então vigentes de entendimento e de representação da 
natureza e de seus fenômenos, que eclode uma nova filosofia da na-
tureza: o mecanicismo de René Descartes (1596-1650). 

Basicamente, o mecanicismo cartesiano é uma filosofia que postula 
que todos os fenômenos naturais devem ser explicados pelas leis da 
matéria em movimento. A matéria, em si, é inerte, passiva, liberta de 
qualidades ocultas ou finalísticas. Resultam, assim, sem sentido, as 
explicações teleológicas da filosofia natural aristotélica.

Essa nova filosofia faz emergir uma física na qual aparece claramente 
formulado o princípio da inércia – uma inércia efetivamente linear e 
não ‘circular’, como a galileana – que resulta de um caso particular da 
lei de conservação da quantidade de movimento do mundo, proposta 
por Descartes em termos metafísicos. 

O interesse motivado pelo estudo das colisões vai gerar importantes 
estudos sobre o choque mecânico, dentre eles os de Newton, essen-
ciais para o estabelecimento das bases conceituais de uma nova di-
nâmica. Como um notável subproduto dessas investigações, encon-
tram-se noções precursoras do moderno princípio da transformação 
e conservação da energia.

1.2 A verdade evidente em Descartes

Na elaboração de seu sistema filosófico, Descartes se situa em uma 
escola de pensamento que entende que a ‘fonte’ do conhecimento 
está na razão e não nos sentidos. Desse modo, ele está em completo 
desacordo com a máxima aristotélica de que não pode haver nenhum 
conhecimento que não tenha passado antes pelos órgãos dos senti-
dos. É a investigação das primeiras causas e dos verdadeiros princí-
pios que assegura a aquisição de conhecimentos genuínos.

Segundo Descartes, a verdade deve ser construída a partir de certezas 
indubitáveis, de idéias e princípios cujas características fundamentais 
são a clareza e a evidência. Para isso, é necessário rejeitar todas as 
coisas sobre as quais se possa ter alguma dúvida, ficando-se apenas 
com o conhecimento do qual se tem uma percepção muito clara e 
distinta.

Para Aristóteles, toda a 
explicação científica de 
uma correlação ou pro-
cesso deveria incluir um 
relato de sua causa final. 
Explicações teleológicas 
são aquelas que utilizam a 
expressão “a fim de que” 
ou equivalentes desta.

Figura 1.1 - René Descartes
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As origens do erro remontam aos primeiros estágios do desenvolvi-
mento de um indivíduo. É muito importante tê-las em mente, pelas suas 
conseqüências. Conforme Descartes, são quatro as causas do erro.

A primeira se encontra nos preconceitos adquiridos na infância. Como 
as estrelas no céu não parecem iluminar mais do que as chamas das 
velas, não se acredita que elas possam ser maiores do que a ponta 
da vela que arde. A idéia de uma Terra fixa e plana é outra noção 
corrente. Esses e muitos outros exemplos mostram que o número de 
preconceitos que o espírito abriga é tão grande e significativo que, 
mesmo depois, quando é capaz de usar a razão com discernimento, 
ainda continua acreditando em muitos deles: 

(...) e em vez de pensarmos que tínhamos feitos estes juízos 

numa altura em que não éramos capazes de bem julgar, e por 

conseguinte que eles podiam ser mais falsos do que verdadeiros, 

tomámo-los por tão certos como se deles tivéssemos um conhe-

cimento distinto através dos nossos sentidos, e não mais duvida-

mos que fossem noções comuns (DESCARTES, 1995, p. 83-84).

Assim, a segunda causa do erro está na dificuldade de se abandonar 
conceitos bem sedimentados com o tempo, ainda que se entendam 
as limitações de juízos previamente estabelecidos sem uma correta 
fundamentação. 

Por outro lado, o espírito se cansa quando se volta para coisas distantes 
das elaboradas a partir da experiência sensível. Essa é a terceira causa 
do erro. Como vai dizer Descartes, não é através dos sentidos que se en-
tende a natureza do que quer que seja. É quando intervém a razão que 
isso acontece. Portanto, “não devemos estranhar que a maior parte dos 
homens só apreenda as coisas muito confusamente, visto que são pou-
cos os que estudam para a conduzir bem” (DESCARTES, 1995, p. 85).

A quarta causa do erro se deve às palavras que não exprimem com 
exatidão determinados pensamentos. Muitas vezes, os homens dão o 
seu assentimento a termos que não compreendem bem. Daí a impor-
tância de distinguir as concepções que são claras e distintas das que 
são confusas e desconhecidas. 

Conforme ressalta Alexandre Koyré, para o sábio francês “a dúvida é 
a pedra de toque da verdade, o ácido que dissolve os erros. Por isso, 
ser-nos-á necessário torná-la tão forte quanto possível e duvidar de 
tudo sempre que possível. Só então teremos a certeza de conservar o 
ouro puro da verdade” (KOYRÉ, 1963, p. 51). 
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Em um mundo onde tudo se mostra incerto, pelos questionamentos 
no âmbito da ciência e da fé, com o agonizar da hegemonia do conhe-
cimento aristotélico e o golpe desferido contra o antropocentrismo, 
nada, em princípio, é seguro. É exatamente a dúvida que assola o 
espírito que confere a Descartes uma certeza: a de que o primeiro e 
mais certo conhecimento àquele que filosofa correta e ordenadamen-
te é penso, logo existo. 

É na metafísica que Descartes vai buscar os fundamentos de uma 
nova ciência. Na perseguição desse ideal, ele tem claro a existência 
de um Deus eterno, incorpóreo, onisciente, onipotente, infinito em sa-
bedoria e grandeza, fonte de toda a verdade e criador de todas as coi-
sas. Ele é a origem das idéias inatas que o homem possui. O próprio 
Deus é a primeira e a principal dessas idéias. O livre arbítrio assegura 
a liberdade de pensamento e de ação indispensáveis ao exercício do 
espírito crítico na busca da verdade. 

Por certo, os homens da ciência se enganam ao formularem os seus co-
nhecimentos. Mas Deus não é a causa desses erros. Eles já foram devi-
damente codificados por Descartes, e decorrem de formas de agir equi-
vocadas, de julgamentos incapazes de separar o que é certo e distinto 
do que resulta obscuro e confuso. Não se erraria se fossem estabeleci-
dos juízos apenas sobre o que clara e distintamente se apreende. 

A luz natural que Deus concedeu ao homem assegura a viabilidade 
desse empreendimento. Devidamente utilizada, essa faculdade permi-
te discernir o verdadeiro do falso, e dessa forma evitar o erro, quando 
ele se manifesta. Contudo, não cabe ao homem a procura das causas 
finais, pois não é crível que um ser perfeito possa partilhar com um 
ser imperfeito todos os desígnios de sua criação. 

Nestes termos, e para um espírito puro e atento, o objeto da intuição 
segura não precisa ser deduzido de nenhuma outra coisa. Ele aparece 
como uma verdade inquestionável, capaz de desencadear a estrutura-
ção e o desenvolvimento de novos conhecimentos. O substrato mate-
rial que dá suporte a esse empreendimento é a matemática (aritméti-
ca e geometria). O método é o dedutivo, a partir (das conseqüências, 
etc.) dos pressupostos básicos estabelecidos a priori.

Mas será que os conhecimentos concebidos de acordo com essa filo-
sofia são necessariamente verdadeiros? Qual o critério ‘terreno’ para 
julgá-los? Em outras palavras, que papel tem a experimentação na 
confirmação ou refutação de teorias científicas? Afinal, não é tão des-
cabido admitir que um possível erro na concepção dos princípios ge-

No campo da matemáti-
ca, isto não se constitui em 
nenhuma novidade. A geo-
metria de Euclides apóia-se 
em axiomas supostamente 
auto-evidentes e não resul-
tados de experiência.
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rais dos quais derivam as leis possa se dever à falibilidade humana no 
suposto ‘ato da revelação’ e não a uma ‘traição de Deus’.

Para Descartes, a experimentação tem, fundamentalmente, o papel 
de corroborar teorias. Assim, “ele frequentemente desprezava os da-
dos empíricos apresentados por seus críticos” (ARAÚJO, 1990, p. 42). 
Explicando melhor: no curso de qualquer experimento, a identificação 
e coleta dos dados não se processa ao acaso, ou seja, não é obra de 
uma mera catalogação acrítica. A seleção que precede e fundamenta 
uma descrição está, ela própria, sujeita a interpretações carregadas 
de teorias. Por isso, o que Descartes, na verdade, rejeitava era a crítica 
sem uma fundamentação teórica explícita. 

O problema do pêndulo esclarece com bastante propriedade o pensa-
mento de Descartes sobre esse assunto. Em resposta a uma indaga-
ção feita pelo médico holandês Isaac Beeckman (1588-1635), 

Descartes formula uma teoria do movimento pendular. Beeck-

man replica, mostrando dados empíricos que pareciam refutar a 

sua teoria. Descartes escreve outra vez dizendo que duvidava das 

experiências de Beeckman, já que, por mais que os dados diver-

gissem da teoria, eles não poderiam ser levados em consideração 

enquanto não fossem ‘explicados com razão’. Em outras palavras, 

Descartes só se disporia a considerar as informações empíricas 

se estivessem acopladas a uma teoria geral alternativa do movi-

mento pendular (SAKELLARIADIS apud ARAÚJO, 1990, p. 43).

De fato, “o empirismo puro não leva a nada. Nem mesmo à experiência. 
Porque toda a experiência supõe uma teoria prévia” (KOYRÉ, 1963, p. 31).

É dentro desse universo de idéias que se deve entender o princípio 
metafísico da conservação da quantidade de movimento, admitido 
por Descartes como uma verdade inquestionável.  

1.3 O princípio da inércia

Para Descartes, a física tradicional está morta. E até enterrada. O que 
é preciso fazer é substituí-la por outra (KOYRÉ, 1986, p. 399). Uma físi-
ca alternativa a de Aristóteles exige uma nova concepção de matéria, 
de movimento, de mundo. 

Segundo Descartes, Deus dotou a natureza de leis “a semelhança de 
um rei que estabelece as leis em seu reino” (RIOJA in DESCARTES, 
1991, p. 39). Mas as leis dos homens não são únicas e nem imutáveis. E 
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quanto às leis da natureza? Seriam elas universais, definitivas, capa-
zes de refletir a regularidade de fenômenos em um mundo passível de 
compreensão ao ser humano? Ou haveria uma outra forma de orga-
nização, muito mais complexa, com leis variáveis, talvez compatíveis 
com a interferência contínua (ou periódica) do ‘legislador’? 

A resposta de Descartes é clara: as leis da natureza são leis matemáti-
cas, imutáveis, que traduzem o modo regular e constante de seu cur-
so através do tempo. Uma vez consignadas por Deus a esta natureza, 
permanecem eternas. 

Com a ‘doutrina da verdade evidente’, a clareza de um método (o da 
intuição, seguido de dedução, matemática) e uma filosofia mecani-
cista, Descartes começa a estruturar a sua física. Nela, o conceito de 
quantidade de movimento, definido como o produto da quantidade de 
matéria de um corpo pela velocidade com a qual ele se acha animado, 
desempenha um papel central. 

Na ciência cartesiana, os atributos essenciais da matéria são a exten-
são e o movimento. O peso, a cor, o aroma, a dureza e outras qualida-
des que impressionam os sentidos não pertencem à natureza da ma-
téria. Todo corpo é apenas uma substância extensa em comprimento, 
largura e profundidade.

A quantidade de matéria, ou massa, na física de Descartes, está relacio-
nada à extensão da matéria, isto é, a seu tamanho (volume). Dessa forma, 
ao expressar que dois corpos de ‘massas’ e velocidades diferentes têm a 
mesma quantidade de movimento ele o faz da seguinte maneira: “quando 
uma parte da matéria se move duas vezes mais depressa do que outra – 
sendo esta duas vezes maior do que a primeira – devemos pensar que há 
tanto movimento na menor como na maior” (DESCARTES, 2007, p. 77). 

O conceito que Descartes tem de massa não é o clássico, ou newto-
niano, que relaciona a quantidade de matéria de um corpo com o seu 
volume e a sua densidade (assim, dois corpos de substâncias – densi-
dades – diferentes, animados de uma mesma velocidade e possuindo 
as mesmas dimensões, têm a mesma quantidade de movimento para 
Descartes, mas não para Newton). Contudo, para os fins da presente 
discussão, essa diferença não é relevante, como também não foi im-
portante a caracterização precisa da massa quando J. Buridan (1300-
1358) definiu quantitativamente o impetus (identificado, em uma de 
suas interpretações, com uma quantidade de movimento) como o 
produto da ‘massa’ de um corpo pela sua velocidade. Certamente, o 
conceito de massa de Buridan não era nem o de Descartes e nem o 
que viria a ser utilizado depois, por Newton.

Designação utilizada por 
Karl R. Popper (1982, p. 
35) quando se refere à vi-
são otimista de que “a ver-
dade é sempre reconhecível 
quando colocada diante de 
nós: se ela não se revelar 
por si só, precisará apenas 
ser desvelada ou desco-
berta. Depois disso, não 
haverá mais necessidade 
de argumentos adicionais. 
Recebemos olhos para ver 
a verdade, e a ‘luz  natural’ 
da razão para enxergá-la. 
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Entendendo a quantidade de movimento como uma grandeza esca-
lar, Descartes considera que a quantidade de movimento do Universo 
nada mais é do que a soma das quantidades de movimento individu-
ais de todos os corpos existentes.

Para Descartes, a quantidade de movimento do mundo é constan-
te, pois ao criar a matéria Deus a dotou tanto de repouso quanto de 
um movimento eterno e indestrutível. O movimento e o repouso são 
interpretados, corretamente, como estados da matéria. Como, fisica-
mente, de acordo com o mecanicismo cartesiano, o contato e o cho-
que representam as únicas possibilidades de ação entre dois corpos, 
Descartes vê no mecanismo das colisões mudanças de quantidades 
de movimento individuais, mas não a total do universo.

São três as leis atribuídas por Deus à natureza. As duas primeiras, 
enunciadas no Principia philosophiae (Princípios da filosofia), anteci-
pam a formulação newtoniana do princípio da inércia (DESCARTES, 
2007, p. 77-78):

A primeira lei da natureza: cada coisa permanece no seu es-

tado se nada o alterar; assim, aquilo que uma vez foi posto em 

movimento continuará sempre a se mover.

A segunda lei da natureza: todo corpo que se move tende a 

continuar o seu movimento em linha reta.

Ou seja, é pelo contato direto dos corpos uns com os outros que se mo-
dificam estados de repouso e de movimento da matéria. O movimento 
não é outra coisa senão “a ação pela qual um corpo passa de um lugar 
para outro”. Mas essa expressão do senso comum é pouco precisa e 
portanto sujeita a interpretações que podem levar ao erro. A caracteri-
zação científica do conceito diz que o movimento “é a translação de uma 
parte da matéria ou de um corpo da proximidade daqueles corpos que 
estão em contato imedidato com ele, ou que consideramos em repouso, 
para a proximidade de outros corpos” (DESCARTES, 2007, p. 70).

Nenhum objeto pode se mover, por si próprio, se estiver em repouso 
e, tampouco, mudar, por si mesmo, o seu movimento, se estiver em 
movimento. Na natureza, nenhum objeto altera o estado em que se 
encontra a não ser que seja forçado a isto por um outro corpo.

O mundo de Descartes é pleno, cheio. Há matéria em toda a sua ex-
tensão. O vazio não tem propriedades físicas, não tem dimensões. Por 
conseguinte, o nada, a ausência de substância, não pode existir. É a 
matéria que dá sentido ao conceito ou à idéia de espaço. Extensão e 
matéria estão indissoluvelmente ligados.
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Mas se, para Descartes, um espaço em que não há absolutamente 
nenhum corpo repugna à razão, como é possível conciliar essa recusa 
do vazio com a lei da inércia? 

Considerando a questão do porquê de os corpos arremessados conti-
nuarem a se mover após perderem o contato com o projetor, Descar-
tes escreve que: 

Não há razão para continuarem a se mover quando estão fora da 

mão que as lançou, a não ser que, de acordo com as leis da nature-

za, todos os corpos que se movem continuem a se mover até que o 

seu movimento seja travado por outros corpos. É evidente que o ar 

e os outros corpos líquidos, nos quais vemos essas coisas se move-

rem, gradualmente diminuem a velocidade do seu movimento: se 

abanarmos um leque agitadamente, a nossa mão consegue sentir 

a resistência do ar (o que também é confirmado pelo vôo das aves). 

E na Terra, o único corpo fluido que oferece tanta resistência aos 

movimentos dos outros corpos é o ar (DESCARTES, 2007, p. 78).   

Por conseguinte, a primeira lei da natureza seria verificada se não 
houvesse nenhuma resistência a um movimento. Em um mundo 
cheio, rigorosamente, não há lugar para movimentos retilíneos com 
velocidade constante. Isso obriga Descartes a distinguir “entre os mo-
vimentos a que os corpos tendem e o movimento que efetivamente 
realizam. Ou seja, entre a tendência do movimento e o movimento 
mesmo” (DESCARTES, 1991,p. 112).

Em Le monde (O mundo), ele ilustra a essência dessa idéia através de 
dois exemplos, primeiro ao se referir ao giro de uma roda sobre o seu 
eixo e depois à rotação de uma pedra em uma funda. Nesses siste-
mas, cada elemento constrangido a se movimentar em uma trajetória 
circular tem a tendência de se deslocar segundo a direção especifica-
da por uma tangente à curva que descreve.

No caso da roda, 

ainda que todas as suas partes se movam circularmente, pois por 

estarem unidas umas às outras não poderiam fazê-lo de outra 

forma, a inclinação que têm é a de se moverem retilineamente, tal 

como se evidencia se, por acaso, alguma destas partes se separa 

das demais; pois tão pronto ela se liberte, seu movimento deixa de 

ser circular, continuando [ou melhor dizendo, a bem da clareza, 

tendendo a continuar] em linha reta (DESCARTES, 1991, p. 112).
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Conforme Descartes: 

Quando fazemos girar uma pedra em uma funda, ela não apenas 

se move retilineamente logo que sai da mesma, senão que, durante 

todo o tempo em que está nela, pressiona o centro da funda obri-

gando a corda a ficar tensa, mostrando evidentemente com isso 

que tem sempre inclinação a se mover em linha reta e que apenas 

o faz circularmente se obrigada a isto (DESCARTES, 1991, p. 112).

Portanto, são os vínculos existentes entre os corpos ou as partes de 
um mesmo sistema e as constantes colisões em um mundo cartesia-
no que não admite o vazio que tornam o movimento retilíneo com 
velocidade constante inexequível, na prática.

A terceira lei se refere à transferência de movimento ou, mais espe-
cificamente, da quantidade de movimento, de um corpo a outro em 
uma colisão:

A terceira lei: se um corpo que se move encontrar outro mais 

forte [isto é, que tem uma tendência maior a permanecer no esta-

do em que se encontra], o seu movimento não diminui em nada; 

se encontrar um corpo mais fraco, que consiga mover, só perde-

rá o movimento que lhe transmitir. (DESCARTES, 2007, p. 79)   

Conforme Descartes, quando um corpo duro incide sobre outro maior, 
duro e fixo, ele não perde nenhum movimento – é apenas “repelido 
para o lado de onde veio”, se o choque é frontal. “Mas se o corpo que 
encontra é mole, pára imediatamente porque lhe transmite todo o seu 
movimento.” (DESCARTES, 2007, p. 79-80) 

A partir da terceira lei, sob a égide do princípio da conservação da 
quantidade de movimento, Descartes deriva sete regras para o cho-
que mecânico – todas, com exceção de uma, falsas, já que Descartes 
não intui o caráter vetorial da quantidade de movimento. (GOEHRING, 
1975; DESCARTES, 2007, p. 82-85)

1.4 Quantidade de movimento: uma grandeza 
vetorial

Para uma maior agilidade e clareza na apresentação e discussão dos 
conteúdos abordados nas próximas seções, torna-se explícita a na-
tureza vetorial da velocidade e da quantidade de movimento de um 
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corpo, introduzindo notação matemática pertinente, moderna. É im-
portante destacar que o conceito de vetor não se encontra formal-
mente expresso nem mesmo na física newtoniana, muito embora se 
possa fortemente sentir a essência da sua conceituação no caráter de 
direcionalidade, contido na segunda lei, e na especificação da ação re-
cíproca de dois corpos, presente na terceira lei. Assume-se, também, 
a definição newtoniana de massa, que relaciona esta propriedade da 
matéria com o volume e a densidade de um corpo, bem como a pro-
porcionalidade entre peso e massa.

A quantidade de movimento (ou momento linear) de um corpo, ma-
tematicamente expressa através do produto massa x velocidade, é 
uma grandeza vetorial, já que, como se sabe da álgebra vetorial, do 
produto entre um escalar e um vetor resulta um vetor. Como a mas-
sa de um corpo é sempre positiva, a relação vmp 

=  indica que p  e 
v  possuem sempre a mesma direção e sentido. Esta é a concepção 
moderna da quantidade de movimento. É sob este referencial que se 
deve avaliar o pensamento de alguns cientistas sobre a questão da 
conservação ou não desta grandeza física em processos de colisão, 
apresentado a seguir.

1.5 Choque perfeitamente inelástico

É com base na lei da conservação da quantidade de movimento que 
o matemático inglês, John Wallis (1616-1703), estabelece equações 
para colisões frontais nas quais os objetos seguem juntos depois do 
choque (CARVALHO, 1989). Uma colisão em que os corpos perma-
necem juntos após o impacto é denominada colisão perfeitamente 
inelástica.

Sem distinguir peso e massa, Wallis relaciona as velocidades antes (v1 
e v2) e depois (v) do choque, para a situação na qual dois objetos se 
movem na mesma direção e sentido antes do impacto, seguindo jun-
tos após o mesmo (figura 1.3), através do seguinte equacionamento:

vPPvPvP )  (    212211 +=+                                                                        (1)

do qual segue que:

.
  
    

21

2211
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vPvPv
+
+

=                                                                                   (2) 

Figura 1.2 - John Wallis (1616-
1703) 
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Figura 1.3 - Colisão perfeitamente inelástica entre dois objetos que se movem na 
mesma direção e sentido 1 2(  > )v v . A quantidade de movimento do sistema antes da 
colisão, expressa por 2211   +  vv mm , é igual à quantidade de movimento do sistema 
depois do choque, 

1 2(   )m m v+ . Assim, a velocidade dos corpos após o impacto, em 

forma escalar, resulta 
21

2211
  
  
mm

vmvmv
+
+

= . Como se observa, multiplicando o numerador 

e o denominador desta equação por uma mesma constante, g, e identificando, ante-
cipadamente, a grandeza mg como o peso de um corpo, obtém-se a velocidade que 
Wallis estabelece para esta colisão (eq.(2)), atestando o acerto de seu raciocínio.

Para o caso em que os objetos se movimentam em sentidos opostos 
antes da colisão (figura1.4), resulta:

vPPvPvP )  (    212211 +=−                                                             (3)

ou 

.
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2211
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vPvPv
+
−

=                                                                                (4)

Figura 1.4 - Colisão perfeitamente inelástica entre dois objetos que se movem em sen-
tidos opostos. As quantidades de movimento do sistema antes e depois da colisão são 
iguais. Nesse caso, de acordo com a orientação do referencial escolhido, a velocidade 

com que os corpos se movimentam depois do impacto é 
21
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Os produtos 11vP  e 22vP  diferem em sinal porque Wallis atribui à velo-
cidade 1v  um valor positivo e à 2v  um valor negativo pelo fato dos ob-
jetos se deslocarem em sentidos opostos antes da colisão. De acordo 
com Wallis, e ao contrário do que pensava Descartes, a quantidade 
de movimento de um corpo nem sempre é positiva. O sentido do mo-
vimento representa mais uma variável que precisa ser explicitamente 
considerada ao se postular a conservação da quantidade de movi-
mento em uma colisão entre dois corpos.
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Em linguagem moderna, o sinal negativo na eq. (3) resulta da natu-
reza vetorial da velocidade e, conseqüentemente, da quantidade de 
movimento.

1.6 Choque elástico

Uma outra importante abordagem ao choque mecânico foi desenvolvi-
da pelo matemático, físico e astrônomo holandês Christiaan Huygens. 
O trabalho de Huygens, envolvendo colisões elásticas unidimensio-
nais (isto é, colisões entre objetos “duros”), tem como ponto de partida 
três hipóteses básicas.

A primeira dessas hipóteses é o princípio da inércia, nos termos de 
Descartes.

Em sua segunda hipótese, Huygens refere-se ao tipo de colisão que 
será objeto de seus estudos, caracterizando-a para o caso particular 
de choque entre corpos de massas iguais: quando dois corpos idênti-
cos colidem frontal e elasticamente um com o outro, com velocidades 
iguais e opostas, eles conservam as velocidades que tinham antes do 
choque, com sinais contrários (figura 1.6).

Figura 1.6 - Choque elástico frontal entre dois objetos idênticos que se movimentam 
em sentidos opostos. Após a colisão, eles se deslocam com velocidades originais in-
vertidas, havendo a conservação da quantidade de movimento do sistema. 

A relatividade dos movimentos, ressaltada por Huygens em sua tercei-
ra hipótese, abre-lhe a perspectiva de análise de uma mesma colisão 
sob a ótica de diferentes observadores. Para desenvolver esta idéia 
ele faz uso da equivalência (dinâmica) dos estados de repouso e de 
movimento retilíneo uniforme, assegurada pelo princípio da inércia. 
Huygens então considera que a colisão, mencionada em sua segunda 
hipótese, ocorra dentro de um barco que se movimenta suavemente 
em relação à praia. O que concluiria, sobre esta colisão, um observa-
dor na margem (Observador 2), que visse o barco se movimentar na 
direção do movimento dos objetos com velocidade em módulo igual a 

Figura 1.5 - Christiaan Huy-
gens (1629-1695).
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que o observador dentro do barco (Observador 1) atribui aos objetos 
(figura 1.7)?

Nesse caso, o Observador 2 veria um objeto com velocidade v2  cho-
car-se com outro, idêntico, em repouso. Após o impacto, as situações 
de repouso e de movimento dos objetos se inverteriam, seguindo 
com velocidade v2  aquele que estava parado e permanecendo parado 
aquele que estava em movimento.

Figura 1.7 - Colisão frontal e elástica entre dois objetos idênticos situados em um 
barco, que se movimenta com velocidade v em relação à margem, vista por dois 
diferentes observadores: um parado no barco (a) e outro na margem (b). Todos os 
movimentos ocorrem segundo uma mesma direção. 

Desta forma, conclui Huygens, generalizando, quando um corpo coli-
de elástica e frontalmente com outro de igual tamanho (mesma mas-
sa) que se encontra em repouso, o corpo que estava em movimen-
to fica em repouso e o corpo que estava inicialmente em repouso 
adquire a velocidade daquele que se encontrava, originalmente, em 
movimento.

Ajustando, convenientemente, a velocidade do barco que se movi-
menta suavemente pelos canais holandeses em suas experiências de 
pensamento, a fim de analisar uma determinada colisão sob o ponto 
de vista de diferentes observadores, e fazendo novas hipóteses para 
tratar o choque elástico entre objetos de massas diferentes (por exem-
plo, quando um corpo de massa maior colide elasticamente com ou-
tro menor que se encontra em repouso ele o coloca em movimento, 
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perdendo parte de seu movimento etc.), Huygens dá seqüência a seu 
trabalho (WESTFALL, 1990, cap. VII; GOEHRING, 1975).

Um importante resultado que obtém diz respeito às velocidades re-
lativas entre os objetos antes e depois da colisão. Um resultado que 
termina por caracterizar uma colisão elástica unidimensional na for-
ma como hoje é aceita: em uma colisão elástica unidimensional entre 
dois objetos de qualquer massa, as velocidades relativas de aproxima-
ção e de afastamento dos objetos são iguais.

De um modo geral, no entanto, para Huygens a quantidade de movi-
mento não se conserva durante as colisões (segundo ele, quando a 
colisão envolve corpos idênticos, contudo, ela sempre se conserva, 
em qualquer sistema de referência). Ele também a considera como 
uma grandeza escalar (CARVALHO, 1989; GOEHRING, 1975) destituí-
da, portanto, de direção e sentido. No caso da situação mostrada na 
figura 1.7, o seu Observador 1 afirmaria, corretamente, que há conser-
vação da quantidade de movimento do sistema, mas erraria ao espe-
cificar como 2mv, e não zero, o seu valor antes e depois da colisão.

O que, segundo Huygens, se conserva em uma colisão elástica, em 
qualquer sistema de referência, é a soma dos produtos das massas 
dos corpos pelos quadrados de suas respectivas velocidades (isto é, 

2 2
1 1 2 2m v m v constante+ = ). A menos do fator 21  em cada termo, esta 

conservação, que para Huygens não tinha um maior significado físi-
co, representa a conservação da energia cinética do sistema antes e 
após a colisão. Mas a idéia de uma energia (nos termos de hoje) asso-
ciada ao movimento de um corpo só será estabelecida mais adiante. 

Um exemplo que ilustra muito bem esta última conclusão de Huygens 
é o que envolve uma colisão entre duas massas pendulares duras (de 
madeira ou de vidro, por exemplo). Assim, sejam A e B duas esferas 
idênticas, uma ao lado da outra, suspensas verticalmente por fios de 
iguais comprimentos (figura 1.8a). Deslocando-se a esfera A até uma 
certa altura e soltando-a (figura 1.8b), verifica-se que ela fica imóvel 
depois de se chocar contra a esfera B, enquanto esta se eleva à altura 
da qual A foi liberada (figura 1.8c). A igualdade das alturas inicial de A 
e final de B  indica que a velocidade da esfera A antes do choque foi 
integralmente transferida à esfera B. Isto, naturalmente, está de acor-
do com o que prevê Huygens para o caso de um choque elástico entre 
dois corpos idênticos no qual um deles se encontra em repouso antes 
da colisão: após o impacto as situações de repouso e de movimento se 
invertem, parando o que estava em movimento e se movimentando 
com a velocidade do corpo incidente àquele que se encontrava parado. 
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Quando as duas esferas colidem novamente (figura 1.8d) a situação se 
inverte:  B fica parada e A atinge praticamente a mesma altura a qual 
foi inicialmente solta (figura 1.8e).

Figura 1.8 - Choque elástico entre duas massas pendulares.

De fato, colisões entre esferas de aço, de vidro, de madeira dura etc., 
isto é, entre objetos duros podem ser consideradas, na prática, como 
exemplos de colisão elástica, desde que não sejam violentas a ponto 
de danificar os corpos. Para este tipo de colisão, a soma dos produtos 
das massas dos corpos pelos quadrados de suas respectivas velocida-
des após o impacto é tipicamente da ordem de 96% do seu valor antes 
da colisão (HOLTON; RUTHERFORD; WATSON, 1980, p. 23).

Um outro exemplo que ilustra ainda melhor uma colisão elástica é o 
que envolve o choque entre discos magnéticos em uma mesa de ar. 
Neste caso, os corpos dotados de ímãs, que se repelem mutuamente, 
colidem sem se tocarem. A função da mesa de ar é a de reduzir a ní-
veis desprezíveis o atrito no movimento horizontal dos objetos.

1.7 A medida de uma “força”

A partir de Descartes, Kepler e Galileu, a matematização de conceitos 
e leis físicas se torna uma exigência básica para a compreensão do 
mundo físico. Contudo, ainda inexiste uma definição quantitativa (de 
consenso) para o conceito de força.

As forças envolvidas no choque mecânico entre dois objetos mos-
tram-se tão mais intensas quanto maiores são as massas e as ve-
locidades dos corpos que colidem. O senso comum também indica 
que é através de forças que os objetos são colocados e mantidos em 
movimento. Assim, parecia, para alguns, bastante natural considerar 
a quantidade de movimento de um corpo como uma expressão da 
“força” que o corpo tinha ou era capaz de produzir.

O filósofo e matemático alemão Gottfried Wilhelm Leibniz se opôs à 
idéia de medir a “força de um corpo” por sua quantidade de movimen-
to. Com isso, o conceito de força sofre uma radical transformação.

Figura 1.9 - Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1716)
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A sua teoria abriga os conceitos de “força viva” e “força morta”. Um 
objeto em movimento possui uma “força viva” (“vis viva”), distinta-
mente de outro, em repouso, que é dotado de uma “força morta” (“vis 
mortua”). A transformação de uma “força morta” em uma “força viva” 
é perfeitamente possível, como se observa, por exemplo, ao se soltar 
um objeto de uma certa altura; e vice-versa, quando um projétil sobe.

De acordo com Leibniz, a “força de um corpo” deve ser proporcional 
à sua quantidade de matéria e, também, depender da sua velocidade, 
embora não necessariamente da primeira potência desta velocidade. 
Assim, denotando-se por m a massa do corpo e por )(vf  uma função 
de velocidade que precisa ser determinada, tem-se, como uma medi-
da da “força, F, de um corpo” a expressão:

   ( ).F m f v=                                                                       (5)

A fim de determinar )(vf , Leibniz desenvolve, basicamente, o seguin-
te raciocínio (JAMMER, 1957, p. 163-164; LEIBNIZ, 1991, p. 3-8): Para 
erguer um corpo A, de massa mmA =  a uma altura hhA 4= , faz-se 
a mesma “força” que para erguer um corpo B, de massa mmB 4= , a 
uma altura hhB =  (figura 1.10). Analogamente, estas mesmas “forças” 
estarão presentes na queda dos corpos, após terem percorrido estas 
mesmas distâncias. Assim, pode-se escrever que:

 ( )   ( ).A A B Bm f v m f v=                                                                (6)

Figura 1.10 - Segundo Leibniz, são iguais as “forças” necessárias para erguer as massas 
m  e 4m, respectivamente, às alturas 4h e h. Assim como são também iguais as “forças” 
produzidas por estes objetos ao se chocarem contra o solo, em suas quedas.

De acordo com Galileu, a velocidade de um objeto em queda livre e a 
distância por ele percorrida estão relacionadas pela equação: 

.    2 dv ∝                                                                                                (7)

Para os corpos  A e B têm-se, então, que:
2     4Av h∝                                                                                         (8)

e
2     .Bv h∝                                                                                         (9)
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Dividindo (8) por (9), obtém-se:
2( )   4,A

B

v
v

=
 

  2 .A Bv v=                                                                                          (10)

De (10) em (6), tornando explícita a relação entre as massas, resulta:
 (2 )  4 ( ).B Bf v f v=                                                                   (11)

De acordo com a eq. (11), é quadrática a função de velocidade da qual 
depende a “força de um corpo”, isto é:

.    )( 2vvf ∝                                                                                    (12)

De fato, a partir da relação (12), pode-se escrever:
2( )    ,B Bf v v∝                                                                                (13)

2(2 )    4 .B Bf v v∝                                                                               (14)

Dividindo-se (14) por (13), tem-se:
(2 )     4,
( )

B

B

f v
f v

=

ou

(2 )    4 ( ),B Bf v f v=                                                                        (15)

que reproduz a eq.(11).

Desse modo, o que se constitui na medida de uma “força” para 
Leibniz, a menos de uma constante, é o produto 2mv , já que de (12) 
em (5) resulta:

.     2vmF ∝                                                                                         (16)

Essa argumentação de Leibniz coloca novamente em evidência uma 
expressão matemática que com o fator  1 2 representará, a partir de 
meados do século XVIII, a energia cinética de um corpo. O que Leib-
niz chama de “força de um corpo” está, na verdade, bem próximo do 
que hoje se denomina energia cinética.

1.8 A conservação da “força viva”

Em uma colisão elástica, como se viu nos estudos de Huygens, a 
soma dos produtos das massas dos corpos pelos quadrados de suas 
velocidades é constante; em linguagem moderna, as energias cinéti-
cas antes e depois do choque são iguais. Quando isto não ocorre e os 
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corpos seguem separados após o impacto, a colisão recebe o nome 
de colisão inelástica (ou semi-elástica, parcialmente elástica).

A perda de movimento (isto é, de energia cinética) em uma colisão 
inelástica (e também em uma colisão perfeitamente inelástica, onde 
esta perda é máxima) só pode ser inteiramente entendida dentro de 
um novo quadro conceitual, em que a grandeza física energia desem-
penha um papel central. Este assunto, a propósito, será objeto de estu-
do específico em um outro momento. Mesmo assim, faz-se necessária 
uma rápida incursão neste novo domínio do conhecimento físico a fim 
de concluir o pensamento de Leibniz sobre o choque mecânico.

Para Leibniz, a quantidade de força que existe no Universo é cons-
tante (assim como para Descartes isto ocorre com relação à quan-
tidade de movimento). Esta sua concepção pressupõe um Universo 
que “funciona” sem a interferência de agentes estranhos a ele, isto é, 
sem a influência de entidades divinas, uma idéia que hoje é aceita de 
forma indiscutível no meio científico, mas que no século XVII ainda 
enfrentava resistências. Mas Leibniz vai mais longe ainda ao afirmar 
que a quantidade de “força” se conserva em qualquer colisão!

A conservação da “força viva” em um choque elástico de dois corpos 
de massas  m1 e 2m  pode ser facilmente entendida a partir da relação: 

2  F mv∝   

e do resultado encontrado por Huygens,
constante,        2'

22
2'

11
2
22

2
11 =+=+ vmvmvmvm                                     (17)

para este tipo de choque. Assim, de fato, 
.      '

2
'

121 FFFF +=+                                                                        (18)

Mas e quanto a uma colisão inelástica, onde a perda de movimento e, 
por conseguinte, de “força”, nos termos de Leibniz, é evidente?

Colisões inelásticas são apenas fenômenos macroscópicos onde a 
perda de “força” é apenas aparente, explica Leibniz. Quando dois cor-
pos macios ou não elásticos colidem não há perda de “força”, porque 
parte da “força” dos corpos é espalhada entre as suas pequenas partes 
(isto é, entre as suas moléculas). Pode-se entender essa explicação de 
Leibniz (na verdade, pura especulação, pois ele não tinha como com-
prová-la) como precursora do moderno princípio da transformação 
da energia que, aplicado ao caso de uma colisão inelástica, relaciona 
o decréscimo de energia cinética ao aumento da energia interna (e, 
conseqüentemente, da temperatura) dos corpos que colidem (JAM-
MER, 1957, p. 163-164).
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1 pé = 30,48 cm

Por outro lado, a transformação de uma “força viva” em uma “força 
morta” e de uma “força morta” em uma “força viva”, como a que ocor-
re nos movimentos de subida e de descida de um projétil, traz consi-
go a idéia de transformação do movimento em alguma outra coisa e 
desta em movimento novamente. A “força viva” que “impulsiona” o 
projétil não se perde. Ela, de alguma forma, é “armazenada” na subida 
e progressivamente “recuperada” na descida, até atingir o seu valor 
inicial quando o projétil retorna ao ponto de lançamento. Novamente 
aqui, pode-se ver, em estado latente, as primeiras sementes de uma 
idéia que, refinada e, fazendo parte de um sólido e poderoso qua-
dro conceitual, mais tarde, evidenciará relações de transformação de 
energia cinética em energia potencial gravitacional e vice-versa.

1.9 A conservação da quantidade de movimento em 
uma colisão: os estudos newtonianos 

Considerando, entre outros, os resultados de Wallis e Huyghens sobre 
o choque mecânico como relevantes e digno de registro, mas perce-
bendo que o tema exigia um tratamento teórico e experimental ade-
quado às condições reais envolvidas em um choque, Isaac Newton 
(1642-1727) decidiu investigar este assunto em toda a sua extensão, 
levando em conta tanto a resistência do ar como a elasticidade dos 
corpos envolvidos. Para isso, recorreu ao pêndulo, estudando experi-
mentalmente diversas situações de colisão frontal entre objetos esfé-
ricos macios, duros, iguais e diferentes.

Depois de mostrar como encontrar as velocidades de duas massas 
pendulares imediatamente antes e depois de uma colisão, Newton 
comenta os resultados que obtém a partir de uma série de experi-
mentos: 

Assim, experimentando com pêndulos de 10 pés, tanto com cor-

pos iguais como desiguais, e fazendo os corpos concorrerem [isto 

é, chocarem-se] após uma descida através de grandes espaços, 

como de 8, 12 ou 16 pés, sempre encontrei, com erro inferior a 3 

polegadas, que quando os corpos concorriam diretamente [co-

lisão frontal], mudanças iguais em direção às partes contrárias 

eram produzidas em seus movimento [...] (NEWTON, 1990, p. 26)

Em linguagem moderna, o que Newton conclui com as suas experi-
ências é que, em um choque frontal entre duas massas pendulares A 
e B, as variações das quantidades de movimento de cada corpo antes 

Figura 1.11 - Isaac Newton 
(1642-1727)

1 polegada = 2,54 cm
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e depois de choque são sempre iguais e opostas, isto é,
.   BA pp 

∆−=∆                                                                                 (19)

As três experiências apresentadas a seguir (Id, 1990, p. 26-27) com-
provam esta relação. Nelas, as grandezas 

iAp  e 
iBp  de um lado, e 

fAp  e 
fBp , de outro, representam, respectivamente, as quantidades 

de movimento de duas esferas A e B imediatamente antes e imediata-
mente após a colisão frontal entre elas.

Experiência 1: “Se uma massa pendular, A, incide com 9 partes de 
movimento [isto é, com uma quantidade de movimento de 9 unidades] 
sobre uma outra, B, que se encontra em repouso e nesta colisão perder 7 
partes [ou seja, 7 unidades da sua quantidade de movimento original], 
ela continua o seu movimento com 2, enquanto a outra se desloca com 
7 partes.” (figura 1.12)

iiippp
if AAA

 792 −=−=−=∆
                                                                                           BA pp 

∆−=∆ . 
iiippp

if BBB
 707 =−=−=∆

Figura 1.12 - Colisão frontal de uma massa pendular em movimento com outra que se 
encontra em repouso. Situação imediatamente antes do choque (a) e imediatamente 
após o impacto (b) e a comprovação da relação A Bp p∆ = −∆

 
.

Experiência 2: “Se os corpos concorressem com movimentos contrá-
rios, A com 12 partes de movimento e B com 6, então, se  A retrocedesse 
com 2, B recuaria com 8, havendo uma variação de 14 partes de movi-
mento de cada lado. Pois subtraindo 12 partes do movimento de A, nada 
restará; mas subtraindo 2 partes mais, um movimento de 2 partes será 
gerado na direção [sentido] contrária; e, assim, subtraindo 14 partes do 
movimento do corpo B, que era de 6 partes, é gerado um movimento de 
8 partes na direção [sentido] contrária.” (figura 1.13)
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2 12 14
f iA A Ap p p i i i∆ = − = − − = −

    

 
                                                                                         A Bp p∆ = −∆

 
. 

8 ( 6 ) 14
f iB B Bp p p i i i∆ = − = − − =

    

 
Figura 1.13 - Choque frontal entre duas esferas que se movimentam em sentidos 
opostos. Situação imediatamente antes do impacto (a) e imediatamente após a coli
são (b), e a comprovação da relação A Bp p∆ = −∆

 
.

Experiência 3: “Mas se ambos os corpos se movessem na mesma di-
reção [sentido], sendo A o mais rápido, com 14 partes de movimento, e 
B o mais lento, com 5, e após a reflexão [impacto] A seguisse com 5, B 
prosseguiria com 14 partes, sendo 9 partes transferidas de A para B .” 
(figura 1.14)

5 14 9
f iA A Ap p p i i i∆ = − = − = −

    

 
                                                                                           A Bp p∆ = −∆

 
. 

14 5 9
f iB B Bp p p i i i∆ = − = − =

    

 
Figura 1.14 - Colisão frontal entre duas esferas que se deslocam no mesmo senti-
do no momento do choque. Situação imediatamente antes (a) e imediatamente      
após (b) do impacto e a comprovação da relação A Bp p∆ = −∆

 
.

A eq (19), portanto, expressa a conservação da quantidade de movimen-
to de dois corpos em uma colisão frontal. Reescrevendo-a, resulta:
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  ( ),
f i f iA A B Bp p p p− = − −

   

 
  .

f f i iA B A Bp p p p+ = +
   

 
                                                                     (20)

1.10 Revisitando a concepção clássica de força

Os experimentos de Newton com o pêndulo evidenciam que a varia-
ção da quantidade de movimento de uma massa pendular A , em um 
processo de colisão com uma outra, B , se deve à ação de uma força 
exercida por B sobre A e vice-versa. Como as variações das quanti-
dades de movimento dos dois corpos são iguais e opostas, é lícito 
pensar que também sejam iguais e opostas as forças envolvidas no 
choque.

Designando, respectivamente, por Ap∆  e Bp∆  as variações das quan-
tidades de movimento de duas massas pendulares A e B, devido a um 
processo de colisão entre ambas, pode-se escrever, de acordo com a 
eq. (19), que: 

.  BA pp 
∆−=∆                                                                                (21)

Dividindo-se ambos os membros desta igualdade por ∆t, intervalo 
de tempo durante o qual os dois corpos exercem ações recíprocas, 
resulta:

.  
t

p
t

p BA
∆
∆

−=
∆
∆



 
                                                                                  (22)

Calculando o limite para 0→∆t , segue que:

 ,
t

p lim   =  
t

p BA
0t0t  lim

∆
∆

−
∆
∆

→∆→∆



   .A Bdp dp
dt dt

= −
 

  
                                                                             (23)

Esta relação indica que a taxa de variação com o tempo da quantida-
de de movimento do corpo A é igual e oposta à taxa de variação com 
o tempo da quantidade de movimento do corpo B.

Identificando a variação temporal da quantidade de movimento de um 
corpo como a força (líquida, resultante) sobre ele (conforme Newton, 
“a variação do movimento é proporcional à força motora  impressa e tem 
a direção desta força” (Id, p. 15-16)), 

  ,dpF
dt

=


                                                                                          (24)
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em notação moderna, constata-se que o primeiro termo da eq. (23) 
nada mais é do que a força exercida pelo corpo B sobre o corpo A 
( )BAF


 e que o segundo termo representa a força que A exerce em B 
( )ABF


. Ou seja, a partir das relações (23) e (24) tem-se que:  
   .AB BAF F= −

 

                                                                                   (25)

“A uma ação sempre se opõe uma reação igual, ou seja, as ações 

de dois corpos um sobre o outro são sempre iguais e se dirigem a 

partes contrárias”. (Id, p. 20) 

Resumo

Com a “doutrina da verdade evidente”, a clareza de um método e uma 
filosofia mecanicista, Descartes enuncia a conservação da quantida-
de de movimento do mundo. Interpretando o repouso e o movimento 
como estados da matéria, ele vê no mecanismo das colisões apenas 
alterações de quantidades de movimento individuais, mas não da to-
tal do universo. Assim, o princípio da inércia – uma inércia efetiva-
mente linear e não “circular”, como a galileana – surge como um caso 
particular desta lei. 

A proposição metafísica de Descartes abre à investigação o estudo do 
que realmente se conserva em um choque mecânico. 

Analisando colisões frontais, nas quais os objetos permanecem jun-
tos após o choque, Wallis estabelece corretamente a conservação da 
quantidade de movimento para esses sistemas (sem distinguir peso 
e massa). 

Huygens estuda o choque elástico. Conclui que, em qualquer siste-
ma de referência, a soma dos produtos das massas dos corpos pe-
los quadrados de suas respectivas velocidades é constante (isto é, 

2 2
1 1 2 2m v m v constante+ = ). De um modo geral, no entanto, para Huy-

gens a quantidade de movimento não se conserva durante as coli-
sões. Ele a considera como uma grandeza escalar, destituída, portan-
to, de direção e sentido.

Segundo Leibniz, a quantidade de “força” que existe no universo é 
constante. E esta quantidade se conserva em qualquer colisão. Coli-
sões inelásticas são fenômenos macroscópicos onde a perda de “for-
ça” é apenas aparente. O que Leibniz chama de “força de um corpo” 
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está bem próximo do que hoje se denomina energia cinética. Por ou-
tro lado, a transformação de uma “força viva” em uma “força morta” 
e de uma “força morta” em uma “força viva”, como a que ocorre nos 
movimentos de subida e de descida de um projétil, traz consigo a idéia 
de transformação do movimento em alguma outra coisa e desta em 
movimento novamente. Em estado latente, pode-se ver nessas con-
cepções as primeiras sementes de uma idéia que, refinada e fazendo 
parte de um sólido e poderoso quadro conceitual, mais tarde, evi-
denciará relações de transformação de energia cinética em energia 
potencial gravitacional e vice-versa.

À luz de suas convicções teóricas, estudando experimentalmente 
diversas situações de colisão frontal entre duas massas pendulares, 
Newton conclui que as variações das quantidades de movimento de 
cada massa são iguais e opostas, e que também são iguais e opostas 
as forças envolvidas no choque. Identificando a variação temporal da 
quantidade de movimento de um corpo como a força (líquida, resul-
tante) sobre ele (conforme Newton, a variação do movimento é propor-
cional à força motora  impressa e tem a direção desta força) resultam, 
então, expressas a segunda e a terceira leis.
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Ao final deste capítulo, o aluno deverá ser capaz de:
• Conceituar centro de massa.
• Calcular a posição do centro de massa de um sistema 

de partículas.
• Conceituar choque elástico, inelástico e perfeitamen-

te inelástico.
• Definir impulso de uma força.
• Relacionar a variação do momento linear de um cor-

po com o impulso da força resultante sobre ele.
• Aplicar a conservação do momento linear de um sis-

tema à resolução de problemas e questões.
• Identificar em que condições há conservação do mo-

mento linear de um sistema.

2.1 Introdução

O capítulo 1 mostrou como, a partir da idéia metafísica da conser-
vação do momento linear do mundo, proposta por Descartes, e do 
interesse que o estudo das colisões despertou entre os estudiosos do 
século XVII, à luz da filosofia mecanicista, se chegou à concepção 
clássica de força e às três leis de Newton.

Neste capítulo, a partir do referencial newtoniano, examina-se que 
condição básica deve satisfazer um sistema de corpos em translação 
para que o seu momento linear permaneça inalterado com o tempo. 
Através da proposição e análise de diversas situações-problema en-
volvendo a conservação e, também, a não conservação desta grande-
za física, procura-se facilitar a compreensão do estudante em relação 
a esse importante tema.

2.2 Quando se conserva o momento linear de um 
sistema qualquer?

Para responder a esta pergunta, considere, inicialmente, um sistema 
fechado constituído por três corpos que interagem entre si e com ou-
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tros corpos situados em sua vizinhança imediata. A fim de minimizar 
os aspectos de abstração, suponha que estes corpos sejam cargas 
elétricas, às quais se conferem, arbitrariamente, valores positivos ou 
negativos, como mostra a figura 2.1.

Figura 2.1 - Disposição espacial, em um certo instante, de um conjunto de n cargas 
elétricas em interação: q1, q2, e q3 constituem o sistema objeto de descrição física; q4, 
q5, ...qn são cargas externas ao sistema.

A figura 2.2 explicita as forças que as cargas do sistema fazem umas 
sobre as outras. Elas são chamadas de forças internas.

Figura 2.2 - Forças existentes entre as cargas do sistema. ( )ijF i j≠


  é a força que a 
carga i exerce sobre a carga j. Pela terceira lei de Newton, tem-se que ij jiF F= −

 
.

A figura 2.3, por outro lado, mostra as interações de cada uma das 
cargas do sistema com as cargas elétricas externas a ele. Neste caso, 
as forças que agem sobre 1 2,  q q

 e 3q  são forças externas.

O momento linear do sistema (P


), em cada instante, é a soma vetorial 
dos momentos lineares dos corpos ( ; 1, 2, 3jp j = ) que o constituem, 
isto é, 

1 2 3  . P p p p= + +
   

                                                                              (1)

Cargas elétricas de mesmo 
sinal "se repelem", isto é, 
exercem entre si forças re-
pulsivas. Já as forças exis-
tentes entre cargas elétri-
cas de sinais diferentes são 
atrativas.

Como as intensidades das 
forças elétricas entre as 
cargas são muito maiores 
do que as forças gravita-
cionais entre elas, estas 
últimas, por simplicidade, 
estão sendo desconsidera-
das. Fica como um exercí-
cio para o leitor, a inclusão 
das forças gravitacionais 
em uma argumentação 
mais completa.
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Figura 2.3 - Os pares ação-reação resultantes da interação de q1, q2 e q3 com q4, q5, 
... qn. Naturalmente, as forças de interesse são as que atuam sobre as cargas do sis-
tema.

Derivando em relação ao tempo ambos os termos desta equação, 
resulta:

31 2  , dpdp dpdP
dt dt dt dt

= + +
  

                                                               (2)

1 2 3
  , r r r

dP F F F
dt

= + +


  
                                                                          (3)

na qual 
1 2 3
,   e r r rF F F

  
 são, respectivamente, as forças resultantes so-

bre 1 2,  q q e 3q . 

Conforme as figuras 2.2 e 2.3, as forças 
1 2 3
,r r rF F e F

  
 podem ser escritas 

como: 

1 21 31 41 51 1       ...  , r nF F F F F F= + + + + +
     

                                         (4a)

2 12 32 42 52 2       ...  , r nF F F F F F= + + + + +
     

 
                                      (4b)

3 13 23 43 53 3       ...  . r nF F F F F F= + + + + +
     

                                  (4c)

De acordo com a terceira lei de Newton: 

12 21    ,F F= −
 

                                                                                  (5a)

13 31       F F= −
 

                                                                                 (5b)

e

23 32    . F F= −
 

                                                                                (5c)

Assim, de (4) e (5) em (3), obtém-se:
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41 51 1 42 52 2 43 53 3 =   +  + ... +  +  +  + ... +  +  +  + ... + , n n n
dP F F F F F F F F F
dt


        

                    (6)

31 2
  ,

ext ext extr r r
dP F F F
dt

= + +


  

 
                                                               (7)

sendo 
1 2
,

ext extr rF F
 

 e 
3extrF


, respectivamente, as forças resultantes exter-

nas sobre q1, q2 e q3. Designando por 
extrF


 
a resultante destas forças 

tem-se, então, que:

   . 
extr

dP F
dt

=



                                                                                       (8)

Este resultado pode ser generalizado para um sistema constituído por 
um número qualquer de corpos. Assim, o momento linear de um sis-
tema varia em relação ao tempo somente quando a força resultante 
externa sobre ele for diferente de zero. As forças internas não alteram 
o momento linear de um sistema.

Para um melhor entendimento da eq. (8), discute-se a sua aplicação 
nas situações a seguir: 

a) Dois corpos A e B, de massas respectivamente iguais a mA e mB, 
movimentam-se de 'x  para x sob a ação de uma força horizontal 
constante, F


, aplicada ao corpo A (figura 2.4). Não há atrito no des-

locamento dos objetos.

Figura 2.4

A força resultante externa sobre o sistema constituído pelos corpos A  
e B é a força F


. Assim, 

  (   ), A B
dP dF p p
dt dt

= = +


 
                                                                 (9)

e não há conservação do momento linear do sistema. Observe que a 
força que B exerce em A, BAF


 e a força que A exerce sobre B, ABF


, por 

serem internas, não "aparecem" na relação (9). 

Sendo  v v i=


 a velocidade dos corpos em um certo instante t, resul-
ta, de (9), que:
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  (      ), A B
dF m vi m vi
dt

= +
  

  (   )  .A B
dvF m m i
dt

= +
 

                                                                     (10)

O termo  dv i
dt


 é a aceleração instantânea do sistema, isto é, 

     = . a i adv i
dt

=
 

                                                                          (11)

Dessa forma, de (11) em (10), obtém-se:
  (   ) , A BF m m a= +
 

                                                                    (12)

relacionando-se a força resultante externa sobre o sistema com a 
massa total do sistema e a aceleração a que se encontra submetido.

Por outro lado, "isolando-se" o corpo A na figura 2.4 (o que significa 
dizer que agora é este o objeto de interesse), fica-se com um sistema 
constituído por um só corpo sujeito a duas forças externas, F


 e BAF


 

(figura 2.5). Admitindo-se que as intensidades destas forças sejam, 
respectivamente, iguais a F  e BAF , pode-se escrever, de acordo com 
a eq. (8), que: 

Figura 2.5

(   )   , A
BA

dpF F i
dt

− =


 
                                                                      (13)

(  )(   )      , A A A
BA A

d m v i dvF F i m i
dt dt

− = =


 

A(   )   , BA AF F m a− =                                                                   (14)

na qual aA é a intensidade da aceleração do corpo A .

Analogamente, para o sistema constituído apenas pelo corpo B  (figu-
ra 2.6), a força resultante externa sobre Bm  é a força ABF


 (de módulo 

FAB). Assim, 

Figura 2.6



42

  , B
AB

dpF
dt

=


                                                                              (15)

(  )   , B B
AB

d m v iF i
dt

=




   , AB B BF m a=                                                                             (16)

sendo aB a intensidade da aceleração de B .

Naturalmente, o "elo" entre estes dois sistemas são as suas idênticas 
variações de velocidade com o tempo,

    , A Ba a a= =                                                                            (17)

e as forças de iguais intensidades que exercem entre si,
  . BA ABF F=                                                                                 (18)

De (16) e (17) em (18): 
   . BA BF m a=                                                                                (19)

De (17) e (19) em (14):
(    )   , B AF m a m a− =

  (   ) , A BF m m a= +                                                                     (20)

b) Um corpo de massa 1m , com velocidade 1 1 ,v v i=


 choca-se com ou-
tro de massa 2m , com velocidade 2 2 .v v i=


 Após a colisão, as veloci-

dades dos corpos são, respectivamente, iguais a ' '
1 1v v i=


 e ' '

2 2 .v v i=


  
O atrito entre os corpos e a superfície horizontal por onde deslizam 
é desprezível. A figura 2.7 ilustra esta situação para velocidades de 
mesmo sentido antes e depois do choque.

Figura 2.7

Em termos de conservação do momento linear do sistema, não impor-
ta se a colisão é elástica ou inelástica. Em uma colisão elástica entre 
dois corpos, vale a relação escalar de  Huygens, isto é, em qualquer 
instante é constante a soma dos produtos das massas dos corpos 
pelos quadrados de suas respectivas velocidades. Em uma colisão 

Conforme será visto no 
próximo capítulo, a meta-
de do produto da massa de 
um corpo pelo quadrado 
de sua velocidade (mv2/2) 
é denominada de energia 
cinética do corpo.
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inelástica, isto não ocorre. As forças de interação entre os dois corpos 
fazem variar os momentos lineares individuais, mas, por serem forças 
internas, não alteram o momento linear do sistema como um todo. 
Desta forma: 

0  , dP
dt

=



                                                                                          (21)

  vetor constante, P =


.                                                                  (22)

Sendo ( 1 2  p p+
 

) e ( ' '
1 2  p p+
 

), respectivamente, os momentos lineares 
do sistema antes e depois da colisão, resulta:

' '
1 2 1 2      , p p p p+ = +
   

                                                                 (23)

' '
1 1 2 2 1 1 2 2(   )   (  + ) , m v m v i m v m v i+ =

 

' '
1 1 2 2 1 1 2 2     + . m v m v m v m v+ =                                                       (24)

c) Dois patinadores encontram-se parados, frente a frente, em uma 
pista de gelo (figura 2.8a). Em um dado momento, um deles empurra 
o outro.

Figura 2.8

A força resultante externa sobre o sistema constituído pelos dois pati-
nadores é nula antes, durante e depois do empurrão, logo, há conser-
vação do momento linear deste sistema. Portanto, os dois patinadores 
movem-se em sentidos opostos após o empurrão (figura 2.8b).

Designando por 1m  e 2m  as massas dos patinadores e por '
1v  e '

2v  as in-
tensidades das suas respectivas velocidades, quando em movimento, 
segue que: 

0  , dP
dt

=



                                                                                     (25)

' '
1 2 1 2      , p p p p+ = +
   

                                                                  (26)

' '
1 1 2 20   (    ) , i m v m v i= − +

 

' '
1 1 2 2  . m v m v=                                                                               (27)
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Se as massas dos patinadores forem iguais, suas velocidades serão 
iguais em módulo, caso contrário, o de maior massa possuirá menor 
velocidade.

2.3 O relacionamento teoria-problema: primeira 
parte

Exemplo 1  

A figura 2.9 ilustra um choque elástico frontal entre dois corpos de 
massas m1 e m2 que se movimentam no mesmo sentido antes e depois 
de colidirem. Sejam v1 e v2 os módulos das velocidades dos objetos 
antes da colisão e '

1v  e '
2v  as intensidades das respectivas velocidades 

após a mesma. Demonstre que as velocidades relativas de aproxima-
ção e de afastamento dos objetos têm módulos iguais. O atrito entre 
os corpos e a superfície por onde deslizam é desprezível.

Figura 2.9

Solução:

A força resultante externa sobre o sistema é nula. Assim, há 
conservação do seu momento linear:

' '
1 1 2 2 1 1 2 2  +   =   +  .  m v m v m v m v                                         (28)

Para uma colisão elástica, como pensava corretamente Huygens 
(capítulo 1), é constante a soma dos produtos das massas dos 
corpos pelos quadrados de suas respectivas velocidades:

2 2 '2 '2
1 1 2 2 1 1 2 2  +   =   +  .  m v m v m v m v                                     (29)

Agrupando termos que possuem a mesma massa nas equações 
(28) e (29), obtém-se:

' '
1 1 1 2 2 2(   ) = (   ), m v v m v v− −                                            (30)
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2 '2 '2 2
1 1 1 2 2 2(   ) = (   ). m v v m v v− −                                         (31)

Dividindo (31) por (30), resulta:
' ' ' '

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
' '

1 1 1 2 2 2

(   )(  + ) (   )(   ) = , 
(   ) (   )

m v v v v m v v v v
m v v m v v
− − +

− −

' '
1 1 2 2 +  =  + , v v v v

' '
1 2 2 1   =   , v v v v− −                                                        (32)

como se queria demonstrar.

Exemplo 2

A figura 2.10 mostra um choque elástico frontal entre dois corpos de 
massas 1m  e 2m  que se movimentam em sentidos opostos antes e de-
pois de colidirem. Sejam 1v  e 2v  os módulos das velocidades dos objetos 
antes da colisão e '

1v  e '
2v  as intensidades das respectivas velocidades 

após o choque. Demonstre que as velocidades relativas de aproxima-
ção e de afastamento dos objetos têm módulos iguais. É desprezível o 
atrito entre os corpos e a superfície por onde se deslocam.

Figura 2.10

Solução:

Como a força resultante externa sobre o sistema é nula, há 
conservação de seu momento linear. Tendo em vista o caráter 
vetorial desta quantidade física e o referencial adotado na figura 
2.10, pode-se, então, escrever que:

' '
1 1 2 2 1 1 2 2           .  m v m v m v m v− = − +                                   (33)

Conforme Huygens, para uma colisão elástica:
2 2 '2 '2

1 1 2 2 1 1 2 2          .  m v m v m v m v+ = +                               (34)

Agrupando termos de mesma massa nas equações (33) e (34):
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' '
1 1 1 2 2 2(   ) = (   ). m v v m v v+ + ,                                   (35)

2 '2 '2 2
1 1 1 2 2 2(   ) = (   ), m v v m v v− −                                           (36)

e dividindo (36) por (35), obtém-se:
' ' ' '

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
' '

1 1 1 2 2 2

(   )(  + ) (   )(   ) = , 
(   ) (   )

m v v v v m v v v v
m v v m v v
− − +

+ +

' '
1 1 2 2   =   , v v v v− −

' '
1 2 2 1   =   , v v v v+ +                                                        (37)

como se queria demonstrar.

Este resultado poderia ser obtido diretamente a partir da eq. (32) 
do exemplo anterior substituindo, naquela relação, 2v  por 2v−  e 

'
1v  por '

1v− .

Exemplo 3 

Um corpo de 9,0 kg colide elasticamente com outro em repouso. Após 
o choque, ele continua a se movimentar na mesma direção e sentido, 
porém com um quinto de sua velocidade primitiva. Qual a massa do 
objeto atingido? 

Solução:

Dados e incógnita:

1   9,0 kgm =

1 1 2  módulo da velocidade com a qual  incide sobre v m m=      

2   0v =

'
1 1  5v v=

2   ?m =
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Figura 2.11

Havendo conservação do momento linear do sistema, já que 
a força resultante externa sobre ele é nula, e de acordo com a 
figura 2.11, tem-se:

' '
1 1 1 1 2 2       ,  m v m v m v= +                                                  (38)

'1
1 1 1 2 2       ,  

5
vm v m m v= +

'
1 1 2 2

4      .  
5

m v m v=                                                         (39)

Como o choque é elástico, as velocidades relativas de aproximação 
e de afastamento dos objetos são iguais. Assim:

' '
1 2 1    , v v v= −                                                                 (40)

' 1
1 2    , 

5
vv v= −

'
2 1

6   . 
5

v v=                                                                    (41)

De (41) em (39), determina-se 2m :

1 1 2 1
4 6     , 
5 5

m v m v=

2 1
2     6,0  . 
3

m m kg= =                                                  (42)

Exemplo 4

Um bloco com velocidade de módulo vA colide elasticamente com ou-
tro B em repouso, cuja massa é o triplo da massa de A (figura 2.12). 
Determine as velocidades dos blocos A e B depois da colisão em fun-
ção de vA, supondo que o atrito entre os blocos e a superfície por onde 
deslizam é desprezível.
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Solução:

Figura 2.12

Dados e incógnitas:

Am m=

3Bm m=

Av  = módulo da velocidade com o qual Am  choca-se com Bm

0Bv = , velocidade de B antes da colisão

Av′  = módulo da velocidade de A depois da colisão

Bv′  = módulo da velocidade de B depois da colisão

O sentido do movimento de A depois da colisão não é conhecido. 
Nesta situação, é preciso arbitrá-lo e, após resolver o problema, 
observar o sinal da sua velocidade. Se o valor encontrado for 
positivo, o sentido adotado é o correto; se for negativo, o sentido 
do movimento é oposto ao que foi considerado.

A força resultante externa sobre o sistema é nula, logo, o 
momento linear se conserva. Supondo-se que, após a colisão, A 
e B movimentem-se no mesmo sentido, tem-se:

A A A A B Bm v m v m v′ ′= + .		                                         (43)

Sendo o choque elástico, as velocidades relativas de aproximação 
e de afastamento são iguais. Assim:

A B Av v v′ ′= − 	                                                            (44)

e 

B A Av v v′ ′= + .                                                                (45)

De (45) em (43), determina-se Av′ :
3 ( )A A A Amv mv m v v′ ′= + + ,
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2
A

A
vv′ = − .                  	                                                        (46)

De (46) em (45), encontra-se Bv′ :

2 2
A A

B A
v vv v  ′ = + − = 

 
.

Portanto, após a colisão, A e B deslocam-se em sentidos 
opostos.

Exemplo 5

Um corpo de massa 1 4,0 kg   ,m =  com velocidade 1 8,0  ( m s)iv =


,  
choca-se frontalmente com outro de massa 2 8,0 kg ,m =  com veloci-
dade 2 7,0  ( m s)iv = −


. Após a colisão, a velocidade de 2m  é nula. Sa-

bendo que o atrito entre os corpos e a superfície horizontal por onde 
deslizam é desprezível, calcule a razão R entre a soma dos produtos 
das massas dos corpos pelos quadrados de suas respectivas velocida-
des antes e depois da colisão. 

Solução:

Dados e incógnita:

1   4,0 kgm =

1   8,0m sv =      

2   8,0 kgm =

2 (em módulo)  7 m s  v =

'
2   0v =

  ?R =

Figura 2.13
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Para encontrar R , no qual:
2 2

1 1 2 2
'2

1 1

       , 
  

m v m vR
m v
+

=                                                     (47)

é necessário obter, primeiro, a velocidade de 1  m  após a colisão.

Determinação de '
1v :

As forças exercidas mutuamente pelos corpos durante a colisão 
são forças internas que não alteram o momento linear do sistema 
como um todo. Não havendo força resultante externa líquida 
sobre o sistema, e de acordo com o referencial adotado na figura 
2.13, resulta:

'
1 1 2 2 1 1      ,  m v m v m v− = −                                                  (48)

' 2
1 2 1

1

     , mv v v
m

= −

'
1   6,0  m s. v =                                                             (49)

De (49) em (47), resulta:
2 2

2

(4)(8)  (8)(7)  , 
(4)(6)  

R +
=

  4 5. R ,=  

Como R ≠ 1, a colisão entre os corpos é inelástica.

Exemplo 6

Em uma mesa de ar há dois discos magnéticos em repouso. Um tercei-
ro disco, movimentando-se na direção determinada pelo centro dos 
três discos, incide com velocidade de módulo v sobre um deles (Fig. 
2.14). Sabendo que os discos são idênticos e que todos os choques são 
frontais e elásticos, determine as intensidades das velocidades dos 
discos depois de ocorrerem todas as colisões.

Figura 2.14
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Solução:

Dados e incógnitas:

1 2 3       m m m m= = =                                                

1   v v=

2 3   0v v= =

' ' '
1 2 3  ?  ;    ?  ;    ?v v v= = =

Colisão entre os discos 1 e 2 (figura 2.15):

Figura 2.15

Pela conservação da quantidade de movimento do sistema, já 
que 0

extrF =


, segue que:
' '
1 2    , mv mv mv= +                                                         (50)

' '
1 2    . v v v= +                                                                 (51)

Como o choque é elástico:
' '
2 1    . v v v= −                                                                 (52)

Da igualdade das relações (51) e (52):
' ' ' '
1 2 2 1      . v v v v+ = − ,

' '
1 12   0      0v v= ⇒ = .                                                  (53)

Portanto, de (53) em (51):
'
2    v v= .                                                                        (54)

Através de raciocínio idêntico ao acima exposto, conclui-se que, 
depois da colisão entre os discos 2 e 3, o disco 2 estará em 
repouso e o disco 3 em movimento com velocidade constante 
de módulo igual a v . 
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Exemplo 7

Calcule o módulo do deslocamento de um baleeiro em relação à mar-
gem de um rio sem correnteza quando um pescador caminha de uma 
ponta a outra do barco.

Solução:

Os parâmetros considerados neste problema aberto são os 
seguintes:

bm : massa do baleeiro;

Pm : massa do pescador;

Px : distância que o homem caminha sobre o baleeiro;

t∆ : o intervalo de tempo gasto pelo pescador para ir de uma 
ponta a outra do barco;

:Pv  módulo da velocidade do pescador em relação ao baleeiro;

:Bv  módulo da velocidade inicial do baleeiro em relação à 
água;

:'
Bv  módulo da velocidade do baleeiro em relação à água 

enquanto o pescador caminha de uma ponta a outra do barco;

Bx : distância percorrida pelo baleeiro enquanto o pescador 
caminha de uma ponta a outra do barco.

A seguir, consideram-se três diferentes hipóteses em relação a 
essa situação-problema. Em todas elas, a resistência oferecida 
pela água ao movimento do barco é considerada desprezível.

Hipótese 1: O baleeiro encontra-se inicialmente em repouso     
)0( =Bv  quando o pescador, anteriormente imóvel em relação 

ao barco, caminha com velocidade constante Pv  em relação a 
ele, de uma extremidade a outra do barco. 

Como a força resultante externa sobre o sistema constituído pelo 
barco e pelo pescador é nula, o momento linear do sistema é 
conservado. Desse modo, quando o pescador se movimenta em 
relação ao barco, este (levando junto o pescador) move-se em 
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sentido oposto (não fosse assim, o momento linear do sistema, 
em qualquer instante, não seria nulo). Adotando-se como positiva 
a velocidade do pescador, resulta:

 ,)  (    0 '
BBPPP vmmvm +−=                                        (55a)

ou 

 .  )  (  0 ''
BBBPP vmvvm −−=                                      (55b)

Assim, 

 .
  

'

BP

PP
B mm

vmv
+

=                                                    (56)

Substituindo    
t

xv P
P ∆
=  e 

t
xv B

B ∆
=  '  na eq. (56), obtém-se a distância 

percorrida pelo barco:

 ,) 
  

(
t

x
mm

m
t

x P

BP

PB
∆+

=
∆

e

 .
  

  
BP

PP
B mm

xmx
+

=
                          

(57)

Supondo que:   210,0 kgBm = ,   70,0 kgPm =  e m 0,6  =Px , o 
módulo do deslocamento do baleeiro em relação à margem do 
rio é:

(70)(6)    1,5 m. 
70  210Bx = =

+

Hipótese 2: O baleeiro está em movimento com uma velocidade 

de módulo Bv  em relação à água quando o pescador caminha, 

com velocidade constante Pv  em relação ao barco, da proa à 
popa. 

A força resultante externa sobre o sistema constituído pelo barco 
e pelo pescador é nula e, portanto, conserva-se o momento linear 
do sistema. Desse modo, enquanto o pescador caminha sobre o 
baleeiro, a velocidade do barco apresenta um novo valor. 

Adotando-se como positiva a velocidade inicial do baleeiro, o 
momento linear do pescador (que tem sentido oposto ao do 
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barco) é negativo e a conservação do momento linear do sistema 
fica:

 ,)  (    )  ( '
BBPPPBBP vmmvmvmm ++−=+                                (58a)

ou

 .  )(  )  ( ''
BBPBPBBP vmvvmvmm +−=+                                    (58b)

Assim,

 .
  

)  ('

BP

PPBBP
B mm

vmvmmv
+

++
=

                                                  
(59)

Admitindo-se os mesmos dados numéricos anteriores  
(   210,0 kgBm = ,   70,0 kgPm =  e m 0,6  =Px ) e considerando    

2m/s =Bv  e t∆ = 10 s, obtém-se que:

6 m  0,6  
10 s

P
P

xv
t

= = =
∆

e a nova velocidade do baleeiro é:

' (70  210)2 (70) (0,6) m2,15  .
70  210 sBv + +

= =
+

O módulo do deslocamento do baleeiro em relação à margem 
do rio, quando o pescador chega à popa do barco, é:

' (2,15)(10) 21,5m.B Bx v t= ∆ = =

Observe que, se o pescador não se movimentasse em relação 
ao baleeiro, este, em 10 s, percorreria 20 m em vez de 21,5 m. 
Assim, o acréscimo de 1,5 m é causado pelo fato do pescador 
caminhar sobre o baleeiro (em sentido oposto ao movimento do 
barco).

Hipótese 3: O baleeiro está em movimento com uma velocidade 

de módulo Bv  em relação à água quando o pescador caminha, 

com velocidade constante Pv , da popa à proa.

Como já foi explicado, a força resultante externa sobre o sistema 
constituído pelo barco e pelo pescador é nula. Adotando-se 
como positiva a velocidade inicial do baleeiro, o momento linear 
do pescador (de mesmo sentido do que o do baleeiro) é positivo 
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e a conservação do momento linear do sistema fica:

 ,)  (    )  ( '
BBPPPBBP vmmvmvmm ++=+                                   (60a)

ou

 .  )(  )  ( ''
BBPBPBBP vmvvmvmm ++=+                                    (60b)

Assim,

 .
  

)  ('

BP

PPBBP
B mm

vmvmmv
+

−+
=

                                                   
(61)

Considerando os mesmos dados numéricos anteriores  
(   210,0 kgBm = ,   70,0 kgPm = , m 0,6  =Px , 2m/s =Bv  e  

t∆ = 10 s), obtém-se que a nova velocidade do baleeiro é:

' (70  210)2 (70) (0,6) m1,85  
70  210 sBv + −

= =
+

O módulo do deslocamento do baleeiro em relação à margem 
do rio é:

' (1,85)(10) 18,5m.B Bx v t= ∆ = =

Observe novamente que, se o pescador ficasse sempre em 
repouso em relação ao baleeiro, este, em 10 s, percorreria  
20 m em vez de 18,5 m. Por conseguinte, o decréscimo de 1,5 m 
é causado pelo fato do pescador caminhar sobre o baleeiro (com 
o mesmo sentido do movimento do baleeiro).

Exemplo 8

Uma menina de 40 kg e um menino, de massa menor 
do que a da garota, estão em cima de um carrinho 
de 10 kg, em repouso, distantes 2,5 m um do outro 
e simetricamente posicionados em relação ao centro 
do carrinho. Eles, então, trocam de lugar. A menina 
observa que, durante a troca, o carrinho se desloca 
0,5 m em relação a uma árvore. Calcule a massa do 
menino.

Figura 2.16
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Solução:

Dados e incógnita:

0=iP

0 0ext fF P= => =∑

1

2

3

40
?
10

m kg
m
m kg

=
=
=

md 5,2=

A força resultante externa sobre o sistema constituído pela 
menina, pelo menino e pelo carrinho é nula, portanto, enquanto 
essa condição for válida, o momento linear desse sistema não se 
altera com o tempo. Assim, como o momento linear do sistema 
é nulo (pois inicialmente todos os seus elementos estão imóveis), 
ele continua nulo com a troca de lugar entre as crianças.

Adotando-se como positivo o sentido de deslocamento da 

menina, o seu momento linear é 
t
dm1  e o do menino 

t
dm2− . 

Como a massa do menino é menor do que a massa da garota, 
o momento linear do carrinho deve ter o mesmo sentido que 
o momento linear do menino para que, somado a este último, 
resulte em um momento linear nulo para o sistema.

( ) 032121 =++−−
t
x

mmm
t
dm

t
dm c ,

                                 
(62)

)()( 231 t
x

t
dm

t
x

m
t
x

t
dm ccc +=−− ,

)()( 231 ccc xdmxmxdm +=−− .                                          (63)

Portanto,

240 (2,5 0,5) 10 (0,5) (2,5 0,5)m− − = + ,

2 25m kg= .
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2.4 Centro de massa

A lei da conservação do momento linear, vista na seção 2.2, pode ser 
relacionada ao conceito de centro de massa (CM), que será estudado 
a seguir. 

Ao se arremessar um corpo, além de se transladar, ele pode girar (e 
vibrar, se não for rígido). Assim, o espectro de trajetórias de seus di-
ferentes segmentos pode ser bastante amplo. A figura 2.17 mostra a 
evolução temporal de três pontos de um corpo lançado obliquamente 
sob a ação da gravidade (e com resistência do ar desprezível). Con-
trastando com as trajetórias dos pontos 1 e 2 (e de qualquer outro do 
corpo), a trajetória parabólica do ponto CM, denominado de centro de 
massa, é a mais simples.

Figura 2.17

Como se localiza o CM de um corpo?

Sendo o corpo rígido e plano, experimentalmente, é bastante fácil 
identificá-lo.

Pendura-se o corpo por um ponto qualquer e, ao longo do eixo de sus-
pensão, traça-se uma linha passando pelo corpo; repetindo-se esta 
operação com um outro ponto, gera-se uma nova linha vertical. No 
ponto de interseção de ambas está o CM (figura 2.18).
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Figura 2.18

Pode-se, igualmente, e de forma qualitativa, identificar a posição do 
CM de um corpo, analisando a sua forma geométrica e as condições 
de simetria existentes. É importante ressaltar que o CM de um corpo 
não precisa estar localizado no próprio corpo. O CM de massa de um 
anel é um exemplo.

Posição do centro de massa de um sistema de partículas
A posição do centro de massa de um sistema constituído por duas 
partículas de massas 1m  e 2m , de coordenadas 1x  e 2x , respectivamen-
te, em relação a um dado eixo X (figura 2.19), é definida como:  

1 1 2 2

1 2

.CM

m x m xx
m m
+

=
+

                                                                       (64)

Designando por M  a soma das massas, 

1 1 2 2 .CM

m x m xx
M
+

=                                                                     (65)

Figura 2.19

Como a determinação da posição do CM envolve a média pondera-
da das massas das partículas, ele fica mais próximo da partícula de 
maior massa.

Para um sistema de três partículas não em linha reta (figura 2.20), o 
CM localiza-se no interior do triângulo que tem por vértices as partí-
culas. Aplicando a eq. (64) às duas dimensões desse sistema, resulta:
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Figura 2.20

1 1 2 2 3 3
CM

m x m x m xx
M

+ +
=

 
                  	                                   (66)

e

1 1 2 2 3 3
CM

m y m y m yy
M

+ +
= .	                                                       (67)

Se o sistema possui n partículas distribuídas no espaço 			 
[ 1 1 1 1( , , ),..., ( , )n n n nm x y z m x y z ], as coordenadas do CM são:

1

1
CM

n

i i
i

x m x
M =

= ∑ ,                                                                  (68)

1

1
CM

n

i i
i

y m y
M =

= ∑ ,                                                        		            (69)

1

1
CM

n

i i
i

z m z
M =

= ∑ .	                                                                    (70)

Para um corpo rígido, que tem uma distribuição contínua de massa, 
os somatórios das eq. (68), (69) e 70, transformam-se em integrais, 
nas quais as massas das partículas são substituídas por elementos 
infinitesimais de massa dm. Logo, as coordenadas do CM podem ser 
escritas como:

1
CMx x dm

M
= ∫ , 	 (71a)

1
CMy y dm

M
= ∫ ,  	 (72a)

1
CMz z dm

M
= ∫ . 	 (73a)
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O vetor posição do CM do sistema de partículas, CMr , tem como ori-
gem a origem do sistema de coordenadas e como extremidade o CM 
(figura 2.21). Assim: 

Figura 2.21

CM CM CM CMr x i y j z k= + +
 

.                                                                    (74)

Substituindo-se ,CM CMx y  e CMz  na equação (74), obtém-se:

1 1 n 1 1 n 1 1 n
1 1 1( ... ) ( ... ) ( ... ) .CM n n nr m x m x i m y m y j m z m z k
M M M

= + + + + + + + +
 

1 1 n 1 1 n 1 1 n
1 1 1( ... ) ( ... ) ( ... ) .CM n n nr m x m x i m y m y j m z m z k
M M M

= + + + + + + + +
 

Agrupando-se os termos de mesma massa, tem-se:

1 1 1 1( ) ...  ( ) .CM
n n n nm x i y j z k m x i y j z kr

M
+ + + + + +

=
    


	                  (75)

Os termos 1 1 1( )x i y j z k+ +
 

, ... ( )n n nx i y j z k+ +
 

, são os vetores posi-
ções das partículas 1, ..., n, denominados de 1r


, ..., nr


, respectivamente. 

Desta forma:

1 1 1...   .CM

n

i i
n n i

m r
m r m rr

M M
=+ +

= =
∑ 

 


                                                  (76)

Movimento do CM de um sistema de partículas
Como se movimenta o CM de um sistema de partículas, quando há 
movimento entre os seus constituintes?

Neste caso, e considerando o sistema discutido na seção anterior, a 
taxa de variação com o tempo dos vetores posição das partículas ex-
plicitam as suas velocidades. Reescrevendo a eq. (76) como: 

1 1 ... ,CM n nMr m r m r= + +
 

	                                                   (77)

e derivando em relação ao tempo ambos os membros desta equação, 
admitindo todas as massas constantes, obtém-se:
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1
1 ... .CM n

n
drdrdrM m m

dt dt dt
= + +


		                                         (78)

Sendo CMdr
dt


 a velocidade do CM e idr

dt



 a velocidade da iésima partícula,

1 1 ... .CM n nMv m v m v= + +
  

	                                                      (79)

Assim, o momento linear do centro de massa do sistema é igual à 
soma dos momentos lineares das partículas que o constituem:

1 ... ..CM nMv p p= + +
  

		                                                      (80)

Designando por P

 o momento linear total do sistema em um certo 

instante,

1 ... ,nP p p= + +
  

	                                                                 (81)

resulta 

CMP Mv=
 

.		                                                     (82)

Se há variações nas velocidades das partículas, os seus momentos 
lineares mudam com o tempo. Derivando a eq. (80) em relação ao 
tempo, obtém-se:

1 ... ,CM ndpdpvM
dt dt dt

= + +


.                                                           (83)

Identificando CMdv
dt


 como a aceleração do CM e sendo P


 o momento 

linear total do sistema, segue que:

1( ... ),CM n
dMa p p
dt

= + +
  

.CM

dPMa
dt

=



                                                                                   (84)

Como a taxa de variação com o tempo do momento linear total de 
um sistema é igual à força resultante externa sobre ele, um resultado 
geral e amplamente discutido na seção 2.2, tem-se:

.CM rextMa F=


		                                                         (85)

Portanto, o CM do sistema de partículas movimenta-se como se fosse 
uma única partícula de massa igual à massa total do sistema, sujeito 
a uma força que é a resultante de todas as forças externas que agem 
sobre as partículas do sistema. 
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2.5 O relacionamento teoria-problema: segunda 
parte

Exemplo 9

Determine a posição do CM do sistema Terra-Lua, sabendo que a dis-
tância entre o centro da Terra e o da Lua é dTL = 3,82 x 1018 m, e que 
suas massas são mL = 7,36 x 1022 kg e mT = 5,98 x 1024 kg.

Solução:

Dados e incógnita:

dTL = 3,82 x 1018 m

mL = 7,36 x 1022 kg 

mT = 5,98 x 1024 kg

xCM = ?

Considerando a Terra na origem de um eixo OX (figura 2.22), 
calcula-se a posição do CM através da eq. (64):

(0)T L TL
CM

T L

m m dx
m m

+
=

+
,                                                       (86)

22 18

22

(7,36 x10 ) (3,82 x10 ) 4644,4 km.
605,36 x10CMx = =

 

Figura 2.22

Como o raio médio da Terra é de 6370 km, vê-se que o CM 
do sistema Terra-Lua fica dentro da Terra, pois a massa desta é 
muito maior que a da Lua.

Exemplo 10

Três barras finas de comprimento L, com massas 3m, 2m e 5m (uni-
formemente distribuídas), estão conectadas formando a letra U (figu-
ra 2.23). Determine a posição do CM deste conjunto.
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L

m

m

m

L

L

                                     

                                                            

Figura 2.23

Solução:

Como a distribuição de massa nas barras é uniforme, o CM de 
cada uma encontra-se em seu respectivo centro geométrico 
e o problema se reduz a calcular o CM de três partículas de 
massas 2m, 3m e 5m, de coordenadas (0, 2), ( 2, )L L L  e ( 2,0)L , 
respectivamente, em relação ao sistema de eixos mostrado na 
figura 2.24.

Figura 2.24

Assim, de acordo com as equações (66) e (67), as coordenadas 
do CM deste sistema são:

(2 )(0) (5 )(0,5 ) (3 )(0,5 ) 0,4
10CM

m m L m Lx L
m

+ +
= = ,

e
(2 )(0,5 ) (5 )(0) (3 )( ) 0,4

10CM

m L m m Ly L
m

+ +
= = .

Exemplo 11 

Duas esferas A e B, eletricamente carregadas, de dimensões infini-
tesimais, encontram-se em repouso relativo, a 20 cm uma da outra. 
Possuindo cargas opostas, atraem-se, entrando em movimento. A 
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massa de A é o triplo da massa de B. Se a força resultante externa 
sobre o sistema for nula, determine a aceleração, a velocidade e a 
posição do CM, e onde as esferas irão colidir.

Solução:

Dados e incógnita:

x = 20 cm

mA = 3 mB

aCM = ?

vCM = ?

xCM = ?

As forças exercidas entre as partículas do sistema são forças 
internas. Como 0

extrF = , obtém-se das equações (84) e (85) 
que:

0,CM extrMa F= =                                                              (87)

0CMa =                                                                        (88)

e

0,
extr

dP
dt

F= =                                                                  (89)

P constante= .                                                                (90)

Havendo conservação do momento do sistema e sendo ele 
inicialmente nulo, será nulo em qualquer outro instante, isto é: 
Pi = 0,                     

P = constante.  

Sendo 
0,CMP Mv= =                                                                 (91)

a velocidade do centro de massa do sistema é nula, em qualquer 
instante.

0CMv = .                                                                       (92)

Isto quer dizer que a posição do CM não se altera com o 
movimento das cargas, pois
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0  .CM
CM CM

dxv x constante
dt

= = ⇒ =
  

Segundo o referencial adotado na figura 2.25, tem-se, então, 
que:

Figura 2.25

(0)
3 4CM

A B B

A B B B

m m x m x xx
m m m m

+
= = =

+ +  
= 5 cm.

Portanto, o CM está a 5 cm da esfera A e a 15 cm da esfera B.

Como a velocidade do CM é nula, à medida que as pequenas 
esferas em movimento se aproximam uma da outra, a posição 
do CM não se altera. Portanto, as esferas colidem no CM, pois é 
impossível o CM situar-se fora do segmento de reta que une os 
dois corpos.

Exemplo 12

Em uma chapa retangular homogênea uniforme, de 1 cm de espessu-
ra, é feito um corte. Com isso, ela fica com a forma mostrada na figura 
2.26. Calcule as coordenadas do centro de massa desse objeto.

-20

20

40-40

y(cm)

x(cm)

Figura 2.26

Solução:

Como a distribuição de massa na chapa é uniforme, o CM de 
cada retângulo de área 800 cm2 (40 x 20 cm2) encontra-se em 
seu respectivo centro geométrico e o problema se reduz a calcular 
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o CM de três partículas de massas m, de coordenadas (20 cm;  
10 cm), (–20 cm; 10 cm), (–20 cm; –10 cm) em relação ao sistema 
de eixos mostrado na figura 2.27.

-20

20

40-40

y(cm)

x(cm)

CM CM

CMCM

Figura 2.27

Assim, de acordo com as equações (66) e (67), as coordenadas 
do CM desse sistema são:

( 20) ( 20) ( 20) 6,7
3CM

m m mx cm
m

+ − + −
= = ,

e

(10) (10) ( 10) 3,3
3CM

m m my cm
m

+ + −
= =

Exemplo 13 

Três partículas estão sob a ação das forças mostradas na figura 2.28. 
Determine o módulo da aceleração do CM.

Figura 2.28
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Solução:

Como todas as forças são externas (pois obviamente não 
constituem pares ação-reação) tem-se, de acordo com a eq. 
(85):

,CM rextMa F=


que

1 2 3 3cos 45 45CMM a F i F j F i F sen j= + − ° + °
   

,                 (93)

1 3 2 3( cos 45 ) ( 45 )CMM a F F i F F sen j= − ° + + °
 

,

(2 3 5) (30 50 x 0,7) (20 50 x 0,7)CMa i j+ + = − + +
 

,

0,5 5,5CMa i j= +
 

. 

O módulo desta aceleração é:
2 2 2(0,5) (5,5) 5,52m/sCMa = + = .                                (94)

2.6 Colisões bidimensionais

A figura 2.29 mostra uma colisão inelástica entre dois discos plásticos 
idênticos situados sobre uma mesa de ar. A interação entre os discos 
ocorre durante um intervalo de tempo muito pequeno, durante o qual o 
momento linear de cada disco varia porque cada um deles (visto como 
um sistema de um único corpo) fica sujeito a uma força resultante ex-
terna: o disco 1, da força 21F


, que o disco 2 exerce sobre ele, e o disco 

2, da força 12F


, que o disco 1 faz sobre ele. 

Mas o momento linear do sistema constituído pelos dois discos é 
constante, porque a força resultante externa sobre o sistema é nula 
(as forças 12F


 e 21F


, neste caso, são forças internas). 

Estas considerações se aplicam a qualquer tipo de colisão (em que 
0

extrF =


), independentemente da direção de movimento dos objetos 
antes e depois do choque (e do próprio número de objetos que intera-
gem, que não precisa ser necessariamente igual a dois).

Nestas condições, o atri-
to no deslocamento dos 
corpos é muito pequeno, 
podendo ser considerado 
desprezível.
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Figura 2.29 - Colisão inelástica bidimensional entre dois discos plásticos idênticos. O 
disco 1, arremessado a partir de um dispositivo na parte superior direita da figura, 
incide com velocidade constante sobre o disco 2, que se encontra em repouso. Após 
a colisão, os discos se movimentam em direções diferentes, com velocidades constan-
tes, como mostra a separação uniforme de seus centros.

A figura 2.30, por exemplo, ilustra uma colisão elástica entre dois dis-
cos magnéticos. Estes discos, providos de ímãs que se repelem mu-
tuamente, colidem sem se tocarem. Assim, “eles têm uma interação 
magnética, em vez da interação de contato que ocorre entre discos plás-
ticos quando se tocam” (EISBERG; LERNER, 1982, p. 166).

Disco 1

Disco 2

Figura 2.30 - Colisão elástica bidimensional entre dois discos magnéticos de massas 
iguais. O disco 1 incide com velocidade constante sobre o disco 2, em repouso na 
parte central da figura. Durante a colisão, não há nenhuma interação do tipo superfí-
cie a superfície entre os objetos. Após a colisão, os discos se movimentam em direções 
diferentes, com velocidades constantes.
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A figura 2.31 apresenta o diagrama esquemático de um choque não 
frontal entre dois discos que se movimentam em uma mesa de ar 
(visto de cima).

As velocidades do disco 1, de massa 1,m  e do disco 2, de massa 2m , 
antes da colisão são 1 v  (módulo v1) e 2 v  (módulo v2). Após a colisão, 
suas velocidades são, respectivamente, iguais a '

1 v  (módulo v1’) e 2 ' v  
(módulo v2’).

Se a colisão for inelástica (tal como se viu em choques unidimensio-
nais deste tipo), não é válida a relação escalar de Huyghens, isto é: 

2 2 '2 '2
1 1 2 2 1 1 2 2          m v m v m v m v+ ≠ + .                                           (95)

Conforme se verá mais adiante, se a colisão for inelástica, não há con-
servação da energia cinética do sistema antes e depois da colisão. 

Figura 2.31 - Colisão bidimensional entre dois discos de massas quaisquer que se 
deslocam em direções diferentes antes e depois da colisão. O atrito entre os corpos e 
a superfície de apoio é desprezível.

Porém, se os discos forem magnéticos, ou então feitos de um material 
muito duro, como os das esferas rígidas dos pêndulos de Huyghens, 
caracteriza-se uma colisão elástica.

Em qualquer dos casos, sendo 0
extrF =


, conserva-se o momento linear 

do sistema e, assim, pode-se escrever:

0   , dP
dt

=



,                                                                                    (96)

  , P vetor constante=


                  (97)

' '
1 2 1 2      , p p p p+ = +
   

                                                                   (98)

' '
1 1 2 2 1 1 2 2      . m v m v m v m v+ = +
   

                                                  (99)
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Os vetores velocidades antes e depois da colisão podem ser expressos 
em função de suas componentes e dos respectivos vetores unitários 
i


e j

 (figura 2.31). Assim: 

1 1 1    , x yv v i v j= +
 

		  1 1( 0,  0)    x yv v> < ,                       (100a)

2 2 2    , 
x y

v v i v j= +
 

		  2 2( 0,  0) x yv v> > , (100b)

' ' '
1 1 1    , 

x y
v v i v j= +

 

		
' '
1 1( 0,  0)x yv v> > , (100c)

' ' '
2 2 2    , 

x y
v v i v j= +

 

		
' '
2 2( 0,  0)x yv v> < . (100d)

De (100) em (99), resulta:
' ' ' '

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2(  + ) + (  + ) = (  + ) + (  + ). 
x y x y x y x y

m v i v j m v i v j m v i v j m v i v j
     

' ' ' '
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2(  + ) + (  + ) = (  + ) + (  + ). 

x y x y x y x y
m v i v j m v i v j m v i v j m v i v j

     
 (101)

Agrupando termos com os mesmos vetores unitários:
' ' ' '

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2(  )  + (  )  = ( + )  + ( + ) . 
x x y y x x y y

m v m v i m v m v j m v m v i m v m v j+ +
   

' ' ' '
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2(  )  + (  )  = ( + )  + ( + ) . 

x x y y x x y y
m v m v i m v m v j m v m v i m v m v j+ +

   
 (102)

De modo a satisfazer a igualdade, os coeficientes dos vetores unitários 
em ambos os lados desta equação devem ser iguais. Desta forma:

' '
1 1 2 2 1 1 2 2    

x x x x
m v m v m v m v+ = +                                                 (103a)

e
' '

1 1 2 2 1 1 2 2     .  
y y y y

m v m v m v m v+ = +                                                            (103b)

Ou seja, a componente x  do momento linear do sistema antes da co-
lisão é igual à componente x do momento do sistema após a colisão, 
o mesmo ocorrendo em relação à componente y  de P


, isto é: 

'   x xP P=                                                                                    (104a)

e
'  . y yP P=                                                                                  (104b)

2.7 O relacionamento teoria-problema: terceira 
parte

Exemplo 14

Três corpos A , B e C , cujos momentos lineares são, respectivamen-
te, iguais a: 

9 kg m s  ( )Ap i=


,  8 3 kg m s  ( )Bp i j= +
 

  	



71A conservação do momento linear em sistemas físicos

e 10 12  ( kg m s )Cp i j= − +
 

colidem simultaneamente. Sabendo que, após a colisão, os momentos 
lineares de A e de  B são iguais a:  

' 3 8  ( kg m s )Ap i j= +
 

  e  ' 2 5  ( kg m s )Bp i j= −
 

, 

calcule a intensidade do momento linear do corpo C , considerando que 
a força resultante externa sobre o sistema é nula em qualquer instante.

Solução:

Dados e incógnita:

,  ,  A B Cp p p  

' ',  A Bp p

' ?Cp =


Sendo 0
extrF =


, a soma dos momentos lineares dos corpos A, B  

e C  é a mesma em qualquer instante (antes, durante e depois da 
colisão). Deste modo:

' ' '          . A B C A B Cp p p p p p+ + = + +
     

                             (105)

A partir desta relação determina-se '
Cp  e depois o seu módulo:  

'9   (8 3 )  ( 10 12 )  (3 8 )  (2 5 )  , Ci i j i j i j i j p+ + + − + = + + − +
         

'   2   12 , Cp i j= +
 

                                                             (106)

' 2 2  (2) (12) , Cp   = +


'   148  12 17 kg m s. Cp ,= =


                               (107)

Exemplo 15

Dois corpos, movendo-se em direções perpendiculares, colidem um 
com o outro permanecendo juntos após o impacto (figura 2.32). De-
termine o módulo e a direção da velocidade comum aos dois objetos, 
sabendo que a força resultante externa sobre o sistema é nula.
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Figura 2.32 - Colisão completamente inelástica entre dois corpos que se movimentam 
em direções perpendiculares antes do impacto.

Solução:

Como as forças exercidas mutuamente pelos corpos durante a 
colisão são forças internas e a força resultante externa sobre o 
sistema é nula, o momento linear do sistema não se altera com 
o tempo. Assim, de acordo com o referencial adotado na figura 
2.32, a relação: 

1 1 1 2  (   ) , m v m m vcos= +                                        (108)

expressa a conservação do momento linear do sistema na direção 
x, enquanto

2 2 1 2  (   ) , m v m m vsen= +                                          (109)

traduz a conservação do momento linear do sistema na direção y. 

Dividindo-se (109) por (108), encontra-se :
2 2 1 2

1 1 1 2

(   )    , 
(   ) 

m v m m vsen
m v m m vcos




+
=

+

2 2

1 1

  , m vtg
m v

 =                                                               (110)

(8) (15)   1, 
(12) (10)

 tg  
 

 = =                                      

0  45 .   =

A partir da relação (109), determina-se o módulo da velocidade 
comum aos dois objetos: 

2 2

1 2

  , 
(   ) 

m vv
m m sen

=
+

                                              (111)

0

(8) (15)  ,  
(12  8) 45

 v
sen

=
+

  6 2  m s. v =
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Exemplo 16

Um objeto de 2 kg , movendo-se com uma velocidade de 350 cm s , 
colide com outro de 2 kg , inicialmente em repouso. Após a colisão, o 
disco de 2 kg  movimenta-se com uma velocidade de 250 cm s  em 
uma direção que faz um ângulo de 037  com a direção de seu movi-
mento inicial. Determine o módulo e a direção da velocidade do outro 
disco. A força resultante externa sobre o sistema é nula.

Solução:

Dados e incógnita:

1   2  kg m =

1   350 cm s   3 5 m sv ,= =      

2 2 kg m    =

2  0v =

1 250cm s 2 5m s'v ,= =

0
1   37 =

'
2   ?;v =  2   ?  =

Figura 2.33 - Colisão bidimensional entre dois discos de massas m1 e m2.

Como a força resultante externa sobre o sistema é nula, segue 
que: 

'  , x xP P=

' '
1 1 1 1 1 2 2 2    m v m v cos m v cos = +            (112)

e
'  , y yP P=
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' '
1 1 1 2 2 20    , m v sen m v sen = −

' '
1 1 1 2 2 2  . m v sen m v sen =                                          (113)

Isolando '
2v  em (113) e substituindo a expressão obtida em (112), 

determina-se 2 . Assim: 
'

' 1 1 1
2

2 2

  , m v senv
m sen




=                                                               (114)

'
' 1 1 1

1 1 1 1 1 2 2
2 2

  ( ) ,  m v senm v m v cos m cos
m sen


 


= +

'
' 1 1 1

1 1 1 1
2

(   )  ,  m v senm v v cos
tg





− =

'
1 1

2 '
1 1 1

   ,  
  
v sentg

v v cos





=
−

                                                  (115)

0

2 0

2,5 37    1, 
3,5  2,5 37

sentg
cos

 = =
−

0
2   45 .   =                                                                                

A partir da eq. (114), obtém-se '
2v :

0
'
2 0

( 2)(2 5) 37  , 
2 45

, senv
sen

=

'
2   1,5 m s. v =

Exemplo 17

Demonstre que em um choque elástico, com mudança de direção, 
entre dois discos magnéticos de igual massa, um dos quais está ini-
cialmente em repouso, eles se movem sempre em direções perpendi-
culares depois do choque.

Solução:

Dados e incógnita:

1 2     m m m= =

1 1 2  módulo da velocidade  com a qual  incide sobre v m m=      

2   0v =
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'
1 1  módulo da velocidade  de  após o choque v m=

'
2 2  módulo da velocidade  de  após o choque v m=

0
1 2   90  (demonstrar)  + =

Figura 2.34 - Colisão elástica bidimensional entre dois discos magnéticos.

Sendo 0
extrF =


, as componentes x  do momento linear do sistema 

antes e depois da colisão são iguais, o mesmo ocorrendo em 
relação à componente y  de P


. Isto é: 

'  , x xP P=

' '
1 1 1 1 1 2 2 2     m v m v cos m v cos = +                              (116)

e
'  , y yP P=

' '
2 2 2 1 1 10    , m v sen m v sen = −

' '
2 2 2 1 1 1  . m v sen m v sen =                                        (117)

Como o choque é elástico: 
2 '2 '2

1 1 1 1 2 2    . m v m v m v= +                                            (118)

Tendo em vista a igualdade das massas, as eq. (108), (109) e 
(118) reduzem-se, respectivamente, a:

' '
1 1 1 2 2    , v v cos v cos = +                                             (119)

' '
2 2 1 1  ,v sen v sen =                                                      (120)

e
2 '2 '2
1 1 2    . v v v= +                                                       (121)

De (119) em (121), elimina-se a incógnita v1:
'2 2 ' ' '2 2 '2 '2
1 1 1 2 1 2 2 2 1 2  2      , v cos v v cos cos v cos v v   + + = +

' ' '2 2 '2 2
1 2 1 2 1 1 2 22   (1   )  (1  ), v v cos cos v cos v cos   = − + −
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' ' '2 2 '2 2
1 2 1 2 1 1 2 22     . v v cos cos v sen v sen   = +                  (122)

Isolando '
2v  a partir da eq. (120): 

'
' 1 1
2

2

      v senv
sen




=
 
                                                          (123)

e substituindo-a na eq. (122), resulta:
' '2 2

' '2 2 21 1 1 1
1 1 2 1 1 22

2 2

2 ( )     ( ) , v sen v senv cos cos v sen sen
sen sen

 
   

 
= +

21 1 2
1

2

2   2 , sen cos cos sen
sen
  




=

1 2 1 2   , cos cos sen sen   =

1 2 1 2      0, cos cos sen sen   − =

1 2(   )  0,cos  + =

0
1 2    90 .  + =                                                     (124)

2.8 E quando não há conservação do momento linear 
de um sistema?

De acordo com a eq. (8), a taxa de variação com o tempo do momento 
linear de um sistema é igual à força resultante externa sobre ele:

  .
extr

dPF
dt

=



                                                                                 (125)

Reescrevendo (125) como: 
  

extrdP F dt=
 

e integrando ambos os termos desta relação, admitindo que os mo-
mento lineares do sistema nos instantes 1t  e 2t  sejam, respectivamen-
te, iguais a 1P


 e 2P


, tem-se:

2 2

11

  ,
ext

P t

r
tP

dP F dt=∫ ∫




 
                                                                           (126) 

2

1

2 1    .
ext

t

r
t

P P F dt− = ∫
  

                                                                       (127)

Evidentemente, se a 
extrF


 
for nula, não haverá variação no momento 

linear do sistema no intervalo de tempo considerado e:
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2

1

2 1    0 ,
t

t

P P dt− = ∫
 

2 1  .P P=
 

                                                                                  (128)

Se a força resultante externa sobre o sistema for diferente de zero e 
constante, então:

2

1

2 1    ,
ext

t

r
t

P P F dt− = ∫
  

2 1 2 1    (   ).
extrP P F t t− = −

  
                                                            (129)

Por outro lado, havendo dependência temporal da 
extrF


 
sobre o siste-

ma, ela precisa ser conhecida, para se proceder ao cálculo da integral 
em (127).

Para uma melhor compreensão da eq. (127), considere a sua aplicação 
nos seguintes casos: 

a) Um objeto de massa m desce um plano inclinado de um ângulo  
com a horizontal. Sendo c  o coeficiente de atrito cinético, a força 
resultante sobre o corpo pode ser escrita como: 

c  (   ) .
extrF mg sen cos i  = −
 

                                                   (130)

Admitindo que a velocidade do corpo no instante 1t  seja 1 1v v i=


, como 
a força resultante externa é constante, o seu momento linear em  um 
instante 2 1t t>  resulta:

2 1 2 1    (   ),
extrP P F t t− = −

  

2 1 c 2 1     (   )(   ) ,P mv i mg sen cos t t i  = + − −
  

 

2 1 c 2 1   [   (   )(   )] .P m v g sen cos t t i  = + − −
 

                       (131)

b) Supondo que a força resultante externa sobre um corpo varie com 
o tempo de acordo com a relação: 

2  (   ) ,
extrF at bt i= −
 

                                                               (132)

sendo a e b constantes, com unidades expressas, respectivamente, 
em 2Ns−  e 1Ns− , a variação temporal do momento linear do corpo, em 
um intervalo 2 1t t t∆ = − , é: 

2

1

2 1     ,
ext

t

r
t

P P F dt− = ∫
  

2

1

2   (   ) ,
t

t

P at bt idt∆ = −∫
 
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2 2

1 1

2     ,
t t

t t

P at dt i bt dt i∆ = −∫ ∫
  

2 2

1 1

3 2

    ,
3 2

t t

t t

t tP a i b i
   

∆ = −   
   

  

3 3 2 2
2 1 2 1  (   )  (   ) .

3 2
a bP t t t t i ∆ = − − −  

 
                                       (133)

c) Uma bolinha de pingue-pongue, de massa m, é solta de uma certa 
altura, 1y , em relação à superfície horizontal da mesa de jogo. Após o 
choque, que dura um intervalo de tempo t∆ , a bolinha atinge uma al-
tura 2y  ( 2 1y y< ). Seja OY um sistema de referência que tem a direção 
do movimento da bolinha e "aponta" para cima. De acordo com este 
referencial, a velocidade da bolinha imediatamente antes da colisão, 
desconsiderando a resistência do ar, é:

1 1  2 ( ).v gy j= −


                                                                       (134)

Durante o contato da bolinha com a mesa, atuam sobre ela duas forças 
de sentidos contrários: a força peso, ( )P mg j= −

 
, e a força mb mbF F j=

 
,  

exercida pela mesa sobre a bolinha. Assim, sob a ação de uma força 
resultante dada por: 

  (   ) ,
extr mbF F mg j= −
 

                                                               (135)

a bolinha fica sujeita a uma aceleração de sentido contrário a 1v  e, ao 
final do intervalo de tempo 2 1t t t∆ = − , adquire uma velocidade: 

2 2  2  ,v gy j=


                                                                            (136)

já que 2y  é a altura que ela atinge após o choque. 

A variação do momento linear da bolinha, no intervalo t∆ , é:
2

1

2 1     ,
ext

t

r
t

P P F dt− = ∫
  

2

1

2 1    (   ) ,
t

mb
t

mv mv F mg jdt− = −∫
 

2

1

2 1( 2   2  )  (   ) ,
t

mb
t

m gy gy j F mg jdt+ = −∫
 

 
2

1

2 1( 2   2  )  (   ) .
t

mb
t

m gy gy F mg dt+ = −∫
 
                                    (137)

A força mbF  é variável com o tempo: é pequena, logo que tem início a 
interação da bolinha com a mesa, aumenta de intensidade até atin-
gir um valor máximo e diminui em seguida, até se anular, quando a 



79A conservação do momento linear em sistemas físicos

bolinha deixa o contato com a mesa. Contudo, admitindo-se que esta 
força possa ser substituída por uma força média, F , que se mantém 
constante durante a colisão e que produza o mesmo efeito que a força 

mbF , ou seja, a mesma variação de momento linear, o integrando em 
(137) envolverá apenas forças constantes e: 

2

1

2 1( 2   2  )  (  ) ,
t

t

m gy gy F mg dt+ = − ∫  
2 1 2 1( 2   2  )  (   )(   ).m gy gy F mg t t+ = − −                                 (138)

Isolando F , obtém-se:

2 1

2 1

( 2   2  )
   .

  
m gy gy

F mg
t t

+
= +

−  
                                                (139)

Para que se tenha uma idéia da ordem de grandeza de F , em com-
paração com o peso da bolinha, considere 210 gm −= kg, 2 3, 2my = , 

1 2,5my =  e 310 st −∆ = . Nestes termos,
2

2
3

(10 )( (20)(3,2)   (20)(2,5))
  (10 )(10)  ,

10
F

−
−

−

+
= +

 
 0,1 130,F = +  

  130 N,F ≅                                                                                    (140)

130 1300
0,1

F
mg

≅ ≅ ,

1300F mg≅ .

Como se observa, o peso da bolinha é desprezível frente à intensidade 
da força exercida pela mesa sobre ela. 

2.9 Impulso de uma força

Considere agora um corpo de massa m  sob a ação de n forças, 1F


, 2F


, ... 

nF


. A variação do seu momento linear, em um intervalo 2 1t t t∆ = − , é:
2

1

2 1    ,
ext

t

r
t

P P F dt− = ∫
  

                                                                       (141)

2 2 2

1 1 1

2 1 1 2        ...  .
t t t

n
t t t

P P F dt F dt F dt− = + + +∫ ∫ ∫
    

                                 (142)

Definindo a integral 
2

1

t

j
t

F dt∫


 como o impulso, jI


, da força jF


 no inter-
valo 2 1t t t∆ = − :
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2

1

  ,
t

j j
t

I F dt= ∫
 

	  (143)

a variação do momento linear do corpo, neste intervalo, é igual a 
soma dos impulsos das forças exercidas sobre ele, ou seja: 

2 1 1 2        ...  ,nP P I I I− = + + +
    

2 1
1

    .
n

j
j

P P I
=

− = ∑
  

                                                                      (144)

Fazendo uma nova leitura da eq. (142), pode-se então afirmar que a 
variação do momento linear de um sistema, em um intervalo de tem-
po 2 1t t t∆ = − , é igual ao impulso da força resultante externa sobre o 
sistema, neste intervalo:

2

1

2 1      .
ext

t

r
t

P P F dt I− = =∫
   

                                                          (145)

Para uma melhor compreensão da relação (145), considere as seguin-
tes situações:

a) A força resultante externa, 
extrF F=
 

, que age sobre um corpo de 
massa m, em um intervalo de tempo 2 1t t t∆ = − , é independente do 
tempo. Neste caso, o impulso desta força é:

2

1

 ,
t

t

I F dt= ∫
 

2 1 (   ).I F t t= −
 

                                                                           (146)

Em forma escalar, 

2 1 (   ).I F t t= −                                                                       (147)

A partir do gráfico F x t mostrado na figura 2.35, verifica-se que o 
impulso da força F


, no intervalo t∆ , é, numericamente, igual à área 

delimitada pelo retângulo de altura F e base t∆ . A próxima situação 
amplia este resultado, identificando, numericamente, o impulso de 
uma força com a área sob uma curva (qualquer) em um gráfico F x t.

Figura 2.35
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b) A força resultante externa 
extrF F=
 

, que atua sobre um corpo de 
massa m, em um intervalo de tempo '

2 1t t t∆ = − , é dependente do tem-
po. A figura 2.36 mostra uma possível variação de F


 com o tempo. 

                                                                       

Figura 2.36

Para mostrar que a área sob a curva no intervalo de tempo conside-
rado é numericamente igual ao impulso da força F


, começa-se divi-

dindo o intervalo 2 1t t−  em pequenos intervalos t∆ , todos de mesmo 
valor. A seguir, para cada intervalo, calcula-se o impulso de uma força 
constante e de intensidade igual ao valor da força no ponto médio do 
intervalo (figura 2.37). A soma desses impulsos propicia um cálculo 
aproximado da área sob a curva e do impulso da força F


: 

Figura 2.37

1 1 2
3   (   )   (   )   ...  (   ) ,

2 2 2
t t tI F t t F t t F t t∆ ∆ ∆

≅ + ∆ + + ∆ + + − ∆
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2

1

2

2
  ( ) .

t t

j
t t

I F t t
−∆

+∆

≅ ∆∑
 
                                                                      (148)

Diminuindo-se t∆ , melhora-se a aproximação, minimizando as "per-
das" e os "ganhos" nos cálculos das áreas em cada segmento. O im-
pulso da força F


 resulta exato quando 0t∆ → , ou seja:

2

1

2

0
2

  lim  ( ) ,
t t

t j
t t

I F t t
−∆

∆ →
+∆

= ∆∑
2

1

  ( ) .
t

t

I F t dt= ∫                        (149)

O conteúdo dessa seção pode tornar mais clara a aproximação feita 
no exemplo do choque da bolinha de pingue-pongue contra a tábua 
da mesa de jogo, na seção 2.8, quando se "substituiu" a força variável 
com o tempo, mbF , por uma força constante F . Esta identidade implica 
na igualdade dos impulsos das duas forças no intervalo de tempo da 
colisão, ou seja, na igualdade das áreas sob as duas curvas em um 
gráfico  x F t (figura 2.38).

2 2

1 1

 ( )   ,
t t

mb
t t

F t dt F dt
−

=∫ ∫
2

1

2 1 ( )   (   ).
t

mb
t

F t dt F t t
−

= −∫                 (150)

Figura 2.38

Forças de curta duração, dependentes do tempo, como a exercida pela 
mesa sobre a bolinha de pingue-pongue, ou por um martelo em um 
prego, são chamadas de forças impulsivas. Essas forças atingem in-
tensidades bastante grandes em relação a outras forças envolvidas 
(como o peso, por exemplo).
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2.10 O Relacionamento teoria-problema: quarta 
parte

Exemplo 18

Um projétil é disparado contra uma esfera suspensa verticalmente 
por um fio ideal. Sendo o choque perfeitamente inelástico, determine 
a velocidade do sistema imediatamente após a colisão. 

Solução:

Tratando-se de um problema cujo enunciado suscita diferentes 
hipóteses para a sua solução, considera-se, a seguir, três diferentes 
casos. Em todos eles, os impulsos associados às forças pesos dos 
objetos envolvidos são considerados desprezíveis, bem como os 
deslocamentos do projétil e da massa pendular até o repouso 
relativo de ambos.

Sejam Am  e Bm , respectivamente, as massas do projétil e da 
esfera, e Av  o módulo da velocidade do projétil imediatamente 
antes de colidir com a esfera, que se encontra imóvel. 

Hipótese 1: A velocidade do projétil é perpendicular ao fio (figura 
2.39).

Figura 2.39

Sendo 1P

 e 2P


 , respectivamente, os momentos lineares do sistema 
imediatamente antes e logo após a colisão, e não havendo força 
resultante externa sobre o sistema durante o choque, tem-se 
que: 

1    ,A AP m v i=
 

                                                               (151)

  0,I =


                                                                         (152)

2   (   )  .A BP m m v i= +
 

                                                  (153)

Portanto,



2 1  ,P P=
 

                                                                       (154)

(   )      ,A B A Am m v i m v i+ =
 

(   )     ,A B A Am m v m v+ =

   . 
(   )

A A

A B

m vv
m m

=
+

                                                      (155)

No instante em que a velocidade do sistema é v, a tensão no fio 
é ( )A Bm m g+ .

Hipótese 2: O projétil incide "de baixo para cima", com uma 
velocidade que faz um ângulo  com a direção perpendicular ao 
fio (figura 2.40).

Figura 2.40

Nesta situação, também não há impulso de nenhuma força 
resultante externa sobre o sistema. Sendo 0I =


, o momento 

linear do projétil imediatamente antes da colisão é igual ao 
momento linear do sistema projétil-esfera ao término do choque; 
portanto, ambos possuem a mesma direção. Assim:

1 2  ,P P=
 

                                                                        (156)

      (   )    (   )  ,  A A A A A B A Bm v cos i m v sen j m m vcos i m m vsen j   + = + + +
   

      (   )    (   )  ,  A A A A A B A Bm v cos i m v sen j m m vcos i m m vsen j   + = + + +
   

(     )  (   )(    ) ,A A A A Bm v cos i v sen j m m vcos i vsen j   + = + +
   

  (   ) .A A A Bm v m m v= +
 

                                                 (157)

Naturalmente, (157) é uma decorrência imediata de (156), 
tornando desnecessária qualquer decomposição de momento 
linear em relação a eixos coordenados. 
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Escrevendo (157) em forma escalar e isolando v :
  (   ) ,A A A Bm v m m v= +

  .
  

A A

A B

m vv
m m

=
+

                                                           (158)

No instante em que o sistema tem esta velocidade, a tensão no 
fio é nula. 

Hipótese 3: O projétil incide "de cima para baixo", com uma 
velocidade que faz um ângulo  com a direção perpendicular ao 
fio (figura 2.41).

Figura 2.41

Nesse caso, há uma força impulsiva agindo sobre o sistema 
durante a colisão, variável com o tempo. Esta força é a tração 
no fio. Considerando o seu impulso igual ao exercido por  uma 
força constante F  e sendo t∆  a duração do choque, pode-se 
escrever: 

1        ,A A A AP m v cos i m v sen j = −
  

,                               (159)

   ,I F t j= ∆
 

          (160)

2   (   )  .A BP m m v i= +
 

       (161)

Essas quantidades estão relacionadas pela equação:

1 2    ,P I P+ =
  

          (162)

         (   )  ,A A A A A Bm v cos i m v sen j F t j m m v i − + ∆ = +
   

.  (163)

A partir de (163), resulta: 
  (   ) ,A A A Bm v cos m m v = +          (164)

equação que reflete a conservação do momento linear do 
sistema na direção x, onde não há força resultante externa sobre 
o sistema, na colisão, e:
    .A Am v sen F t = ∆                           (165)

De (164), encontra-se v :
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  .  
  

A A

A B

m v cosv
m m


=

+
                    (166)

Conhecendo t∆ , pode-se determinar F , a partir da relação (165):

  .
 

A Am v senF
t


=
∆  

                    (167)

Resumo

Conservação do momento linear 

O momento linear de um sistema de n corpos (P


) é a soma vetorial dos 
momentos lineares dos corpos ( ; 1, 2, 3jp j = ...n) que o constituem: 

1 2  ...  . nP p p p= + + +
   

     

A variação temporal do momento linear de um sistema constituído 
por um número qualquer de corpos é:                

    
extr

dP F
dt

=



. 

Assim, o momento linear deste sistema varia em relação ao tempo 
somente quando a força resultante externa sobre ele for diferente de 
zero; forças internas não alteram o momento linear de um sistema.

Nas colisões, o momento linear é sempre conservado, seja a colisão 
elástica ou inelástica. Em uma colisão elástica, vale a relação escalar 
de Huygens, isto é, a soma dos produtos das massas dos corpos pelos 
quadrados de suas respectivas velocidades é constante. Em uma coli-
são inelástica, isto não ocorre.  

Se 0
extrF ≠


 e os momentos lineares de um sistema nos instantes 1t  e 2t

forem, respectivamente, 1P


 e 2P


, tem-se:
2

1

2 1    .
ext

t

r
t

P P F dt− = ∫
  

Posição do centro de massa de um sistema de partículas

As coordenadas da posição do centro de massa (CM) de um sistema 
constituído por n partículas, de massa total M, são:
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1

1
CM

n

i i
i

x m x
M =

= ∑  ,           		                                                        
               

1

1
CM

n

i i
i

y m y
M =

= ∑  ,           		

1

1
CM

n

i i
i

z m z
M =

= ∑ .

Para um corpo rígido:

1
CMx x dm

M
= ∫ ,

1
CMy y dm

M
= ∫ ,

1
CMz z dm

M
= ∫ . 

Movimento do centro de massa 

O momento linear do centro de massa de um sistema fechado, cons-
tituído por n partículas, é igual à soma dos momentos lineares das 
partículas que o constituem:

1 ... ..CM nMv p p= + +
  

CMP Mv=
 

.	

A taxa de variação com o tempo do momento linear total de um siste-
ma fechado é igual à força resultante externa atuando sobre ele:

.CMextr
dP F Ma
dt

= =


 

 
		                                                                   

Portanto, o CM movimenta-se como se fosse uma única partícula de 
massa igual à massa total do sistema, sujeito a uma força que é a 
resultante de todas as forças externas que agem sobre as partículas 
do sistema. 

Impulso de uma força

A variação do momento linear um corpo de massa m, sob a ação de n 
forças, 1F


, 2F


, ... nF


, em um intervalo 2 1t t t∆ = − , é:
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2 2 2

1 1 1

2 1 1 2        ...  .
t t t

n
t t t

P P F dt F dt F dt− = + + +∫ ∫ ∫
    

Sendo a integral 
2

1

t

j
t

F dt∫


definida como o impulso, jI


, da força jF


 no in-

tervalo 2 1t t t∆ = − , a variação do momento linear do corpo, neste in-

tervalo, é igual à soma dos impulsos das forças exercidas sobre ele: 

2 1 1 2
1

        ...  .
n

n j
j

P P I I I I
=

− = + + + =∑
     
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Ao final deste capítulo, o aluno deverá ser capaz de:
• Definir o trabalho de uma força constante.
• Redefinir a "vis-viva" de um corpo como mv2∕2 , inter-

pretando esta quantidade física como a energia cinética 
do corpo.

• Utilizar os processos de somatório e limite para deter-
minar a equação do trabalho realizado por uma força 
variável em módulo.

• Demonstrar que o trabalho realizado pela força resul-
tante sobre um corpo é igual à variação da sua energia 
cinética.

• Caracterizar uma força conservativa.
• Definir energia potencial gravitacional e energia poten-

cial elástica de uma mola (que obedece a lei de Hooke).
• Expressar a conservação da energia mecânica em siste-

mas conservativos. 
• Relacionar a variação da energia mecânica de um sis-

tema à soma dos trabalhos das força não conservativas 
que agem sobre ele. 

• Definir potência média e potência instantânea (identifi-
cando unidades de medida)

• Enunciar o princípio de conservação da energia.
• Aplicar os conceitos deste capítulo à resolução de pro-

blemas e questões. 

3.1 Introdução

Em seu estudo “A conservação da energia como exemplo de descober-
ta simultânea”, o físico e historiador Thomas S. Kuhn (1989) destaca 
o trabalho de doze cientistas que, no período de 1830 a 1850, lidaram 
com diversos aspectos da conversibilidade de uma forma de energia 
em outra. Alguns chegaram à conservação da energia como uma lei 
geral da natureza. Outros estabeleceram a validade deste princípio no 
âmbito de processos específicos. 

Os diferentes interesses de pesquisa e a formação profissional diver-
sificada de Julius Robert Mayer (1814-1878), James Prescott Joule (1818-
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1889), Ludwig A. Colding, Hermann Ludwig Helmholtz (1821-1894), C. 
F. Mohr (1806-1879), W. Grove, Michael Faraday (1791-1867), Justus Lie-
big (1803-1873), Nicholas Léonard Sadi Carnot (1796-1832), M. Séguin, 
K. Holtzmann e G. A. Hirn, no campo da Física, da Engenharia e da 
Medicina, conjugada à pluralidade de suas concepções sobre os pro-
cessos da natureza e do trabalho científico, conferem à descoberta da 
conservação da energia um curioso e atípico perfil. Entrar nos me-
andros dessa rica e complexa história demandaria aprofundamentos 
que extrapolariam os objetivos do presente texto. Assim, neste capí-
tulo, faz-se uma abordagem essencialmente didática ao princípio da 
conservação da energia:

a) identificando a força viva 2 2mv  como a energia cinética do corpo;
b) mostrando como se calcula o trabalho de uma força;
c) relacionando o trabalho realizado pela força resultante sobre um 

corpo com a variação da sua energia cinética;
d) caracterizando as propriedades de uma força conservativa;
e) estabelecendo e discutindo a conservação da energia em diversas 

situações;
f) promovendo o relacionamento teoria-problema em vários segmen-

tos do texto.

3.2 "Força viva", energia cinética e trabalho

Considere, como "parâmetro conceitual", o produto da massa de um 
corpo pelo quadrado de sua velocidade, a "vis viva" do corpo, como 
a designava Leibniz. Se o corpo estiver sujeito à ação de uma força 
resultante (nos termos newtonianos) diferente de zero, não haverá 
conservação da sua "força viva". As situações descritas a seguir ilus-
tram isto, entre outras coisas. 

Situação 1:
Um corpo de massa m desloca-se horizontalmente sobre uma super-
fície lisa (figura 3.1). Até o ponto A, a sua velocidade é constante e de 
módulo igual a 0 v . De A  a B, ao longo de uma distância d , age sobre 
o corpo uma força horizontal constante de intensidade 1F , que faz 
com que o módulo da velocidade do objeto no ponto B seja v .

Figura 3.1 - Sob a ação da força 1F

, a velocidade do objeto varia de 0 v  a v no trecho AB.
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Para o deslocamento do corpo no trecho AB, resulta:
 =  , xF m aΣ

1  =  . F m a                                                                                   (1)

Como o movimento do objeto é uniformemente acelerado, as grande-
zas 0v , v  , a  e d  estão relacionadas pela equação:

2 2
0 =  + 2  .  v v a d                                                                          (2) 

Isolando a aceleração em (2) e substituindo-a em (1), obtém-se:
2 2

0    ,
2 

v va
d

−
=                                                                                   (3)

2 2
0

1
  ,

2
mv mvF

d
−

=
 

2 2
0 1  = 2  .  m v m v F d−                                                                    (4)

Ou seja, 
2 2

0 1(    )   .   m v m v F d− ∝                                                       (5)

Neste caso, há um aumento da "força viva" do corpo, que, para uma 
dada distância, será tanto maior quanto maior for a intensidade da 
força aplicada 1F


.

Observe que, se a força 1F


 estivesse fazendo um ângulo  00 90( ) <<
com a horizontal, seja dirigida "para baixo", pressionando o corpo 
contra a superfície de apoio, ou "para cima", diminuindo a intensidade 
da força normal em relação à força peso, a intensidade da força resul-
tante sobre o objeto seria 1F cos e a relação (5) um caso particular 
da relação:

2 2
0 1( )   . mv mv F cos d− ∝                                               (6) 

Situação 2:
Um corpo de massa m, em movimento retilíneo e horizontal, deslo-
ca-se com velocidade constante e de intensidade igual a 0 v  em um 
trecho AB (figura 3.2). No trecho seguinte, BC , de comprimento d , 
ele se movimenta sob os efeitos do atrito. v  é o módulo da velocidade 
em C.

Designando por cf  a intensidade da força de atrito cinético sobre o 
corpo, tem-se que:
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Figura 3.2 - Sob o efeito do atrito, a velocidade do objeto varia de 0v  a v no trecho BC.

 =  , xF m aΣ

 =  . cf m a−                                                                                     (7)

Como o movimento é sob aceleração constante no trecho BC , 
2 2

0 =  + 2  .  v v a d                                                                            (8)

Multiplicando todos os termos desta relação por m e fazendo uso de 
(7), obtém-se:

2 2
0 =   + 2   ,   m v m v m a d

2 2
0 =    2  ,   cm v m v f d−

2 2
0  2  ,   cm v m v f d− = −                                                             (9)

2 2
0(     )   .   cm v m v f d− ∝ −                                                       (10)

Desta feita, há um decréscimo da "vis viva" do corpo, proporcional 
ao produto da força de atrito cinético pela distância percorrida pelo 
objeto.

É interessante observar que, não havendo alteração na relação das 
forças aplicadas sobre o corpo para além do ponto C , haverá, neces-
sariamente, a sua parada e, conseqüentemente, a total "transforma-
ção" da "vis viva" original em "vis mortae".

Situação 3:
A figura 3.3 refere-se ao movimento de um corpo de massa m que 
se desloca em movimento retilíneo uniforme e com velocidade de 
módulo igual a 0v  em um trecho AB. No trecho seguinte, BC , de 
comprimento d , o corpo se movimenta sob a ação de uma força ho-
rizontal constante 1  F


, de intensidade 1F , e sob os efeitos do atrito. 

v é o módulo da velocidade em C . A intensidade da força de atrito 
cinético cf


 é cf .
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Adotando um procedimento de resolução idêntico ao da situação an-
terior, resulta:

Figura 3.3 - Sob ação das forças 1F


 
e cf

, a velocidade do objeto varia de 0v  a v no trecho BC.

2 2
0 =   + 2   ,   m v m v m a d

2 2
0 1 =    2 (  ) ,   cm v m v F f d+ −

2 2
0 1(   )  2 (  ) ,  cm v m v F f d− = −                                                 (11)

2 2
0 1(   )  (  ) .   cm v m v F f d− ∝ −                                              (12)

Este caso admite várias hipóteses:

Hipótese 1:  Se 1 0F ≠   e  = 0cf , (12) se reduz à (5) e a situação 1 apa-
rece como um caso particular da situação 3.

Hipótese 2:  Se 1 0F =   e 0cf ≠ , (12) se reduz à (10), evidenciando a 
situação 2 como um caso particular da situação 3.

Hipótese 3: Se 1( ) 0cF f− > , há um aumento da "força viva" do corpo.

Hipótese 4: Se 1( ) 0cF f− < , há uma diminuição da velocidade do cor-
po e, conseqüentemente, da sua "força viva".

Hipótese 5: Se 1( ) 0cF f− = , a "força viva" do corpo permanece inalterada.

O que, enfim, determina a conservação ou não da "força viva" dos 
corpos tratados nestes exemplos é, em última instância, o "balanço" 
dos produtos das forças que agem sobre o corpo (na direção do mo-
vimento) pela distância em que elas atuam. Forças perpendiculares 
à direção do deslocamento, como a força peso e a força normal, nas 
situações acima consideradas, não produzem qualquer alteração na 
"força viva" de um corpo.

Até 1782, o produto de uma força por uma distância não recebeu nem 
nome específico nem prioridade conceitual na teoria da dinâmica 
(KUHN, 1989, p. 123). Nesta data, em um trabalho intitulado “Ensaio 
sobre as máquinas em geral”, Lazare Carnot (1753-1823) nomeia como 

“Essai sur les machines en 
général”
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“momento de atividade” a grandeza que, posteriormente, a literatura 
científica denominaria de trabalho. 

É, de fato, na Engenharia que esta entidade conceitual aparece em 
conexão com a mecânica das máquinas. Conforme escreve Carnot, 
na obra acima mencionada, 

O gênero de quantidade a que dei o nome de "momento de ati-

vidade” desempenha um enorme papel na teoria das máquinas 

em movimento: porque em geral é esta quantidade que se deve 

economizar tanto quanto possível a fim de derivar de um agente 

[ou seja, uma fonte de potência] todo o efeito [mecânico] de que é 

capaz (Id, 123).

Contudo, é apenas mais tarde, no período compreendido entre 1819 a 
1839, através de obras como as de Gustave Coriolis (1792-1843), Jean 
Poncelet (1788-1867) e Claude Navier (1785-1836), entre outros, com te-
mas centrais de estudo versando sobre a análise de máquinas em mo-
vimento, que o conceito de trabalho se estabelece, definitivamente.

O vínculo deste novo conceito com o de "força viva", na Física, exige 
a redefinição matemática da "vis-viva" como 2 2mv  e a interpretação 
desta quantidade física como a energia cinética de um corpo K . Com 
isso, ao mesmo tempo que se preserva a prioridade conceitual da me-
dida do trabalho de uma força, estabelece-se uma relação quantitati-
va entre o trabalho realizado pela força resultante sobre um corpo e a 
variação da energia cinética deste corpo.

As equações (4), (9) e (11), das situações 1, 2 e 3, escritas, respectiva-
mente, como: 

1 =  , K F d∆                                                                                   (13)

 =    cK f d∆ −                                                                              (14)

e 

1 = (   ) , cK F f d∆ −                                                                     (15)

na qual 
22
0 =   , 

2 2
mvmvK∆ −

 
                                                         (16)

ilustram este resultado.

Designando, respectivamente, por 
1

 FW ,  
cf

W
 
e  

rFW
 
os trabalhos reali-

zados pelas forças 1F


, cf


 e rF


 (força resultante) nas situações 1, 2 e 3 
e considerando ainda que uma força perpendicular à direção de mo-
vimento de um objeto não realiza trabalho sobre este objeto, pode-se 

“moment d’activité”
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escrever as relações (13), (14) e (15) como:

1 1 1 =  .      , FW F d F d K= = ∆


                                                       (17)

  =  .      , 
cf c cW f d f d K= − = ∆

 
                                                    (18)

1  =  .      (   )   . 
rF r r cW F d F d F f d K= = − = ∆


                             (19)

Em todos os casos, o módulo do deslocamento dos objetos coincide 
com a distância por eles percorridas, pois os movimentos são retilíne-
os e sem inversão de sentido.

Trabalho e energia cinética são, ambos, grandezas físicas escala-
res. Tal como o trabalho de uma força constante (o trabalho de uma 
força de direção constante e intensidade variável será objeto de dis-
cussão na seção 3.6), a energia cinética K  de um corpo de massa m e 
velocidade v  (módulo v ) também pode ser expressa na forma de um 
produto escalar, ou seja: 

21 1 . . 
2 2

K m v v mv= =
 

                                                             (20) 

Conforme explicita a eq. (19), o trabalho da força resultante sobre o 
corpo na situação 3 é igual à soma dos trabalhos das forças 1F


 e cf


 

(as forças que realizam trabalho sobre o corpo):

1
     . 

r cF F fW W W= + ,                                                                  (21)

já que esta situação inclui as anteriores como casos particulares.

Este último resultado pode ser generalizado para um número qual-
quer de forças. Assim, se há n forças constantes agindo sobre um cor-
po durante um certo deslocamento d


, o trabalho da força resultante,

 
rFW , é igual à soma dos trabalhos de cada uma das forças, 

1
 FW , 

2
 FW , ... 

 
nFW , que atuam sobre ele:

    . 
rF rW F d=


,                (22)

1 2   (  +  + ... + ) . , 
rF nW F F F d=

  

1 2    .  +  .  + ... +  . , 
rF nW F d F d F d=

    
        (23)

1 2
    +  + ... + , 

r nF F F FW W W W=        (24)

e este trabalho é igual à variação da energia cinética do corpo, 
    .    .   , 

rF rW F d ma d mad= = =
  

22
0     

2 2rF
mvmvW = − ,                                                                   (25)

   . 
rFW K= ∆           (26)
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3.3 Considerações de energia no movimento vertical 
de um projétil

Em função de uma nova estrutura teórica que, paulatinamente, co-
meça a se formar a partir dos conceitos de trabalho e energia cinética, 
estuda-se, agora, o movimento de um corpo lançado verticalmente 
para cima.

De maneira a conferir generalidade aos resultados encontrados, se-
lecionam-se dois pontos quaisquer da trajetória do projétil. Nestas 
posições, o corpo de massa m  tem ordenadas 1y  e 2y  2 1( )y y>  rela-
tivamente a um sistema de referência OY  orientado positivamente 
para cima e velocidades de módulos respectivamente iguais a 1 v  e 2 v  

2 1( )v v<  (figura 3.4). 

Figura 3.4

De 1y  a 2y , o deslocamento do projétil é: 
   , d d j=
 

2 1  (   ) . d y y j= −
 

                                                                 (27)

Neste trecho, e em qualquer outro da subida, o trabalho da força peso, 
P


, é negativo, pois peso e deslocamento possuem sentidos opostos. 
Deste modo, resulta:
    . , PW P d=



     , PW P d= −

2 1     (   ). PW mg y y= − −                 (28)

Se a força de resistência do ar for muito menor do que o peso do obje-
to, ela pode ser desconsiderada frente a esta força. Neste caso, a força 
resultante sobre o projétil é o seu peso. Como o trabalho da força 
resultante sobre um corpo é igual à variação da energia cinética do 
corpo, pode-se escrever, para o trecho em questão, que:
     K. 

rF PW W= = ∆ ,
2 2

2 1     . 
2 2P

mv mvW = −                (29)
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Da igualdade das relações (28) e (29), resulta:
2 2

2 1
2 1 (   )    . 

2 2
mv mvmgy mgy− − = −          (30)

A eq. (30) relaciona variações em duas quantidades físicas: da energia 
cinética do corpo, 2 2mv  e de mgy , uma outra forma de energia, cha-
mada energia potencial gravitacional.

Estas variações são iguais e opostas. Assim, se a energia cinética do 
corpo diminui, a sua energia potencial gravitacional aumenta e vice-
versa. Em outras palavras, a soma da energia cinética e da energia 
potencial gravitacional do corpo em cada ponto da trajetória é uma 
constante, considerando-se que não há forças dissipativas. Enfatiza-
se isto reagrupando os termos da eq. (30), escrevendo-os como:

2 2
1 2

1 2     . 
2 2

mv mvmgy mgy+ = +         (31)

Designando, respectivamente, por 
1gU  e 

2
 gU

 
as energias potenciais 

gravitacionais do corpo em 1y  e 2y  segue, de (31), que: 

1 21 2 +    + .g gK U K U=   (32)

Chamando de energia mecânica do corpo esta quantidade que se 
conserva em qualquer ponto da subida, e representando-a pela letra 
E, tem-se, para pontos de ordenadas 1y , 2y , ... , ny , que: 

1 2    ...   .nE E E E= = = =              (33)

Na descida, o trabalho da força peso é positivo. Para o deslocamento 
do projétil entre os pontos de ordenadas 2y  e 1y  (figura 3.5), tem-se:

Figura 3.5

2 1     .    ( ) . (   )(  ),PW P d mg j y y j= = − − −
  

   

2 1     (   ). PW mg y y= −              (34)

A força peso é a força resultante sobre o corpo, assim: 
2 2
1 2     . 

2 2P
mv mvW = −                  (35)
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A partir da igualdade das relações (34) e (35), obtém-se, novamente, a 
conservação da energia mecânica do sistema:

2 2
2 1

2 1  (   )        . 
2 2

mv mvmg y y− − = −

2 2
1 2

1 2     , 
2 2

mv mvmgy mgy+ = +                    (36)

1 2  .E E=   (37)

Deste modo, a energia cinética do corpo aumenta às custas de de-
créscimos em sua energia potencial gravitacional, tendo em vista que 
o atrito foi considerado desprezível.

3.4 Unidades de energia

A unidade de energia (trabalho, energia cinética, energia potencial 
etc.) no Sistema Internacional de Unidades é o joule.
 1 joule  1 newton . 1 metro =

 1 J  1 N.m=                   (38)

No Sistema CGS, a unidade de energia é o erg.
 1 erg  1 dina . 1 centímetro=

 1 erg  1 dyn.cm=            (39)

A relação entre joule e erg é a seguinte:
 1 J  1 N . 1 m=

5 2 1 J  10  dyn . 10  cm=

7 1 J  10  ergs=                 (40)

O elétron-volt (eV) e a caloria (cal) são outras unidades de energia 
(mais usadas em Eletricidade e Termodinâmica).

-19 1 eV  1,6 . 10  J=                  (41)

 1 cal  4,2 J=                      (42)
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3.5 O relacionamento teoria-problema: primeira parte

Exemplo 1

Uma corda puxa, verticalmente, para cima um fardo de massa m . Sa-
bendo que a sua velocidade aumenta com o tempo, demonstre que 
não há conservação da energia mecânica do fardo enquanto a corda 
está tracionada (a resistência do ar é desprezível).

Solução:

Sejam 1y  e 2y  2 1( )y y>  as ordenadas do fardo em dois pontos 
(quaisquer) da sua subida e 1v  e 2v  ( 2 1v v> ), respectivamente, os 
módulos de suas velocidades nestas posições (figura 3.6).

Os trabalhos realizados pela força de tração da corda T

 (de módu-

lo constante T ) e pelo peso P


 (módulo mg) no deslocamento 

2 1  (   ) , d y y j= −
 

          (43)

são, respectivamente: 

2 1    (   )  TW T y y= −                     (44)

e 

2 1    (   ). PW mg y y= − −                                  (45)

Figura 3.6

Como o trabalho da força resultante sobre um corpo é igual à 
soma dos trabalhos das forças que atuam sobre ele e este trabalho 
é igual à variação da energia cinética do corpo, resulta:
   , 

rFW K= ∆

  +   , T PW W K= ∆                (46)
2 2
2 1

2 1    (   )    , 
2 2T

mv mvW mg y y− − = −

2 2
1 2

1 2    +       , 
2 2T

mv mvW mg y mg y+ = +
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1 2       . TW E E+ =                           (47)

2 1 1 2 (   )    .    T y y E E− + =           (48)

Assim, a energia mecânica do fardo em 2y  é maior do que a 
sua energia mecânica em 1y . Este acréscimo decorre do trabalho 
exercido pela força de tração da corda sobre o fardo.

Desconectando-se a corda do fardo em um certo ponto da 
trajetória este, a partir daí, sobe como um projétil, conservando 
a sua energia mecânica.

Exemplo 2

Um menino puxa horizontalmente e com velocidade constante um 
pequeno caixote de massa m  por meio de uma corda (ideal) que faz 
um ângulo   com a vertical. Sabendo que a força que a superfície 
exerce sobre o caixote é 2 3mg , encontre o trabalho realizado pela 
força de atrito quando o caixote percorre uma distância d . A par-
tir da expressão obtida, calcule o valor deste trabalho, considerando 

kg5 m = , 045 =  e 6 d m= .

Solução:

Dados e incógnita:                                 

 = 0 a            

m = 5 kg	

0 = 45  

= 2 3  N mg  

  6 md =                                           Figura 3.7

Da teoria:
   , 

rFW K= ∆
	

    0,  
cT fW W+ =

   . 
cf TW W= −        (49)

O trabalho da corda sobre o objeto é:
      . TW T sen d=                 (50)
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De (50) em (49), escreve-se o trabalho da força de atrito sobre o 
objeto em função de T :
      . 

cf
W Tsen d= −             (51)

Determinação de T : 
  0, yF =∑

    , N Tcos mg+ =

2      , 
3

mg Tcos mg+ =

  = . 
3 

mgT
cos

                (52)

De (52) em (51):
     ( )   , 

3 cf
mgW sen d
cos




= −

    
3cf

mgd tgW 
= − .  (53)

Para os valores dados, resulta:
0(5) (10) 45  (6)    , 

3cf
tgW = −

    100 . 
cf

W J= −                          (54)

Discussão:

De acordo com a eq. (53), o trabalho da força de atrito cinético 
é nulo para 00 = . De fato, não havendo componente da tração 
na direção x, não pode haver nenhum movimento do corpo 
nesta direção.

Exemplo 3

Um objeto é arremessado para cima ao longo de um plano inclinado 
liso. Sabendo que o módulo da velocidade de lançamento é 0v , a que 
altura do ponto de lançamento ele se encontra quando a sua velocida-
de é 0 3v ? A intensidade da aceleração da gravidade é g . 
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Solução:

Dados e incógnita:     

  0cf =

0v 	

 = ? y

0   3v v=

g                                                   Figura 3.8

Como a força peso é a força resultante sobre o corpo: 
   . PW K= ∆            (55)

Admitindo-se que o ângulo de inclinação do plano seja   e 
que o corpo percorre uma distância d  ao longo deste plano nas 
condições especificadas pelo enunciado, segue, de (55), que:

22
0      . 

2 2
mvmvmgsen d− = −             (56)

Sendo 
   , y d sen=    (57)

obtém-se, de (57) em (56), que:
2 2
0 0     ( )  , 

2 9 2
v mvmmg y− = −

2
0 1     (   1), 

2 9
mvmg y− = −

2
04  . 

9
vy
g

=                  (58)

Discussão:

• A altura atingida pelo objeto não depende nem da inclinação 
da rampa e nem da massa do objeto.

• Quanto maior for a velocidade de lançamento, maior será a 
altura atingida pelo objeto.

• Para uma aceleração da gravidade nula, a velocidade de lançamen-
to permaneceria inalterada e o corpo atingiria uma altura infinita.
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Exemplo 4

Um corpo de massa m movimenta-se em linha reta sob a ação de 
uma força de intensidade constante, ,F  de mesma direção e sentido 
que o deslocamento do móvel. Fazendo coincidir a direção do movi-
mento com a direção x, demonstre que o trabalho realizado por esta 
força entre 1x  e 2x  é numericamente igual à área sob o segmento deli-
mitado por 1x  e 2x  no correspondente diagrama  x F x .

Solução:

Dados e incógnita:                                    

F 	

1 x

2x

 ?  FW =                                            Figura 3.9

O trabalho realizado pela força  F F i=
 

, no deslocamento 

2 1( ) d x x i= −
 

, é: 

    . , FW F d=


           (59)

2 1       . (   ) , FW F i x x i= −
 

2 1      (   ). FW F x x= −              (60)

Como F  e ( 2 1  x x− ) são, respectivamente, a altura e a base do 
retângulo hachurado na figura 3.9, a área deste retângulo equivale 
ao trabalho realizado pela força  F F i=

 
 no deslocamento 

2 1( ) d x x i= −
 

.

A área sob a curva de um gráfico F x x corresponde ao trabalho 
realizado pela força F, independentemente da força ser constante 
ou variável. 

Exemplo 5

No conjunto mostrado na figura 3.10, a separação entre M  e m é x , 
estando m a uma altura y do solo. Quando o obstáculo que impede o 
deslocamento dos corpos é retirado, o sistema entra em movimento. 
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Obtenha a velocidade com a qual M  se choca contra o solo, usando con-
siderações de energia. A polia é lisa e o fio que liga os corpos é ideal.

Figura 3.10

Solução:

Dados e incógnita:

M , m, x , y , g

 ?v =  

O sistema sob análise é constituído pelos corpos de massas m e 
M , pelo fio (ideal) e pela roldana (ideal). 

As forças peso dos dois corpos e as de tração exercidas sobre cada 
um realizam trabalho. Como o trabalho da força resultante sobre 
o sistema é igual à variação da sua energia cinética, resulta:

  , 
rFW K= ∆             (61)

0( )     ( )     ( )     ( )       , P M P m T M T mW W W W K K+ + + = −   (62)

onde

( )      (   ), P MW g x yM= +            (63)

( )      (   ),P mW mg x y= − +         (64)

( )      (   ), T MW T x y= − +             (65)

( )      (   ), T mW T x y= +             (66)

2 2

0             e        0 . 
2 2

mv MvK K= + =           (67)

De (63), (64), (65), (66) e (67) em (62), obtém-se:
2( )( )  ( )  ( )  ( )  . 

2
m M vMg x y mg x y T x y T x y +

+ − + − + + + =

               (68)
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As forças internas em um sistema não produzem variações na 
velocidade (e, portanto, na energia cinética) deste sistema. Por 
isso, a soma dos trabalhos da força de tração sobre m e M  resulta 
nula. Assim: 

2( ) ( )     ( )    , 
2

m M vMg x y mg x y +
+ − + =           (69)

2( ) ( ) ( )  , 
2

m M vg x y M m +
+ − =

2  (   ) (  )     . 
 

g x y M mv
M m
+ −

=
+

             (70)

Discussão:

A análise desta relação mostra que, nas condições apresentadas 
pelo problema, quanto maior for o valor de y ou x, maior será a 
velocidade de M  no momento do choque. 

Independentemente do valor relativo das massas dos corpos, se 
0g = , não há movimento.

Para valores fixos de x, y e M, quanto menor for a massa m, maior 
será a intensidade de v.

Se 0m = , a velocidade máxima atingida por M independe de sua 
massa, sendo função apenas da altura de queda, isto é:
  = 2 (  + ). v g x y                (71)

Exemplo 6

Um estudante escreveu, corretamente, as seguintes equações para 
uma colisão unidimensional entre dois objetos de massas 1m  (velo-
cidades, em módulo, respectivamente iguais a v1 e '

1v , antes e depois 
do choque) e 2m  (velocidades, em módulo, respectivamente iguais a 
v2 e '

2v , antes e depois da colisão) que se movimentam em um trilho 
horizontal de ar:

' '
1 1 2 2 1 1 2 2             m m m mv v v v− = − +   e  ' '

1 2 1 2        v v v v+ = + .     

Demonstre que a energia mecânica deste sistema é constante.
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Solução:       

A partir das equações    
' '

1 1 2 2 1 1 2 2                   m m m mv v v v− = − +           (72)

e 
' '

1 2 1 2              ,v v v v+ = +                 (73)

conclui-se que: 

• A força resultante sobre o sistema é nula, pois há conservação 
da sua quantidade de movimento (momento linear).

• Os objetos movimentam-se em sentidos opostos antes e depois 
da colisão.

• A colisão é elástica, já que as velocidades relativas de aproximação 
e de afastamento são iguais.

A energia mecânica do sistema antes da colisão é igual à soma 
das energias cinéticas de cada corpo, isto é: 

2 2
1 1 2 2        . 
2 2i

m v m vE = +         (74)

Analogamente, a energia mecânica do sistema após a colisão é:
'2 '2

1 1 2 2        . 
2 2f

m v m vE = +               (75)

Para mostrar a igualdade das equações (74) e (75), é preciso, 
primeiro, encontrar as velocidades '

1v  e '
2v  em função de 1v  e 2v . 

Assim, isolando '
1v  em (73) e substituindo o resultado em (72), 

resulta:
' '
1 1 2 2            , v v v v= + −      (76)

' '
1 1 2 2 1 1 2 2 2 2        (     )   ,  m m m v v v mv v v− = − + − +

'
1 1 1 2 2 1 2 22      (  )     (   ) ,  m m m m mv v v+ − = +

' 1 1 1 2 2
2

1 2

2      (  )     .   
  

m m m
m m

v vv + −
=

+
           (77)

De (77) em (76), obtém-se '
1v :

' 1 1 1 2 2
1 1 2

1 2

[2      (  ) ]            , 
    

m m mv v v
m m

v v+ −
= + −

+  
' 1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1

1 2

            2           , 
   

m v m v m v m v m v m v m vv
m m

+ + + − − +
=

+
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' 1 1 2 1 2 2
1

1 2

        2    , 
    

m v m v m vv
m m

− + +
=

+

' 2 1 1 2 2
1

1 2

( )     2    . 
    

m m v m vv
m m

− +
=

+
           (78)

De (77) e (78) em (75):
2 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2
2 2

1 2 1 2

[( )  + 2 ] [2   + (  ) ] =    , 
2 (  + ) 2 (  + )f
m m m v m v m m m mE

m m m m
v v− −

+
 

2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 1 2 2 2

2
1 2

2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 1 2 1 2 2

2
1 2

( )     4( )     4
       

2 (   )

4   4( )     ( )
         .

2 (   )

f

m m m v m m m v v m v
E

m m

m m v m m m v v m m v
m m

 − + − + = +
+

 + − + − +
+

Cancelando os termos que envolvem o produto entre as veloci-
dades v1 e v2 e colocando em evidência 2

1v  e 2
2v , resulta:

2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 1 2 2

2 2
1 2 1 2

( )  +  4 ( )  +  4
 =  + , 

2 (  + ) 2 (  + )f

m v m m m m v m m m
E

m m m m

   − −   

2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 2

( ) ( )
        , 

2 (   ) 2 (   )f

m v m m m v m m
E

m m m m

   + +   = +
+ +  

2 2
1 1 2 2            ,  
2 2 f i

m v m vE E= + =                                    (79)

como se queria demonstrar. 

3.6 Trabalho de uma força de direção constante e 
intensidade variável

Considere o movimento unidimensional de um corpo de massa m  sob 
a ação de uma força cuja intensidade é função da posição do corpo 
em relação à origem do referencial adotado. Admita, por simplicidade, 
que força e deslocamento tenham a mesma direção (figura 3.11). 

Fazendo coincidir a direção do movimento com a direção x, pode-
se expressar matemática e genericamente a força e o deslocamento 
como: 

  ( ) , F F x i=
 

      (80)

   (81)
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Qual é o trabalho realizado pela força F


 no deslocamento ? d


 

Figura 3.11

Supondo, arbitrariamente, que a variação da força com a posição seja 
a mostrada na figura 3.12, o trabalho realizado pela força ( )F x  entre 

1x  e 2x  é, numericamente, igual à área sob a curva delimitada por 1x  e 

2x , como foi enfatizado no exemplo 4 .

Para determinar esta área, de uma forma aproximada, inicialmente, 
divide-se o trecho 2 1x x−  em segmentos de iguais comprimentos x∆ .  
A seguir e, para cada intervalo, calcula-se o trabalho realizado por 
uma força constante e de intensidade igual ao valor da força no ponto 
médio do intervalo. Assim, 

1 1 2
3     ( )     ( )    ...   ( ) , 

2 2 2F
x x xW F x x F x x F x x∆ ∆ ∆

≅ + ∆ + + ∆ + + − ∆

2

1

2

2

/

/
   ( ) , F j

x x
W F x x

x x

−∆

+∆
≅ ∆∑

Figura 3.12

Diminuindo-se x∆ , melhora-se a aproximação, minimizando as "per-
das e ganhos". O trabalho resulta exato quando 0x∆ → , isto é: 

2

1

2

0 2

/

/
     ( ) , limF j

x x
W F x x

x x x→

−∆

∆ +∆
= ∆∑

2

1

       ( ) . F

x
W F x dx

x
= ∫         (82)
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O trabalho realizado pela força ( )F x  entre 1x  e 2x  é a integral da fun-
ção ( )F x  de 1x  a 2x .

Não havendo outras forças agindo sobre o corpo na direção do movi-
mento, F


 é a força resultante sobre o corpo. Desta forma, 

2

1

       , 
rF F

x
W W ma dx

x
= = ∫                                                                   (83)

2

1

       , F

x
dvW m dx
dtx

= ∫                                                                          (84)

Sendo 1v  e 2v , respectivamente, as intensidades das velocidades do 
corpo em 1x  e 2x  e, sabendo ainda que:

      , dv dv dx dvv
dt dx dt dx

= =                                                                   (85)

segue, de (85) em (84), que:
2

1

    , F

v

v
W m v dv= ∫

2 2
2 1         . 

2 2F
mv mvW = −                    (86)

Assim, a relação: 
         

rF FW W K= = ∆                                                                          (87)

também se aplica a uma força variável, desde que esta força seja a 
força resultante sobre o corpo.

Mas, e se agirem outras forças sobre o corpo, além da força ( )F x ? 

Neste caso, como a força resultante tem a direção x , pode-se escre-
vê-la como: 

     , r rF F i=
 

         . r xF F i ma i= =∑
  

 (88)

O trabalho da força resultante sobre o corpo entre 1x  e 2x  é, portanto:
2

1

       ,  
rF

x
W ma dx

x
= ∫                        (89)

e este trabalho, como já foi demonstrado acima, é igual à variação da 
energia cinética do corpo no trecho em questão,

     . 
rFW K= ∆                   (90)
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3.7 Trabalho da força elástica de uma mola

A força elástica de uma mola é um exemplo de força variável. A ex-
pressão matemática desta força pode ser encontrada a partir de um 
experimento bastante simples.

Assim, à extremidade livre de uma mola disposta horizontalmente (a 
outra encontra-se fixa) prende-se um corpo de massa m.

Com o auxílio de um dinamômetro conectado ao corpo determinam-
se as intensidades das forças que devem ser exercidas sobre ele para 
mantê-lo imóvel em diversas posições, tanto comprimindo quanto 
distendendo a mola. 

A figura 3.13 mostra algumas destas forças quando a mola é alonga-
da. As forças 1F


, 2F


, ..., nF


 devem, respectivamente, contrabalançar as 
forças 

1mF


, 
2mF


, ..., 

nmF


, aplicadas pela mola sobre o corpo em 1x , 2x , ..., 

nx , pois em qualquer posição a força resultante é nula, ou seja, 
   ,              ,..., .1, 2

jj mF F j n= − =
 

� �

� �

� �

Figura 3.13

O que a experiência mostra, não apenas distendendo-se mas também 
comprimindo-se a mola, é que as intensidades de 1F


, 2F


, ... , sF


 cres-
cem à medida que o objeto se afasta da sua posição de equilíbrio (a 
origem do eixo OX , isto é, o ponto em torno do qual ele oscila, quan-
do em movimento) e que é constante a razão j jF x : 

1 2

1 2

    ...    . s

s

FF F k
x x x

= = = =

A constante k  é chamada de constante elástica da mola. O número 
que a representa sintetiza as "propriedades" da mola (material de que 
é feita, número de espiras, espessura das espiras etc.).



113Força, trabalho, ...energia!

Força aplicada e deformação resultam, então, proporcionais. Assim, 
para um afastamento qualquer x a partir da posição de equilíbrio 
pode-se escrever:

( )  , F x kx=                 (91)

   . F kx i=
 

                 (92)

Como F


 e mF


 são forças de mesmo módulo, mesma direção e senti-
dos opostos, a força exercida pela mola sobre o objeto tem a seguinte 
expressão:

   , mF kx i= −
 

              (93)

( )  . mF x kx= −         (94)

É importante ressaltar que a equação (94), conhecida como lei de 
Hooke, tem validade apenas dentro do limite de elasticidade da mola.

O sinal negativo nas equações (93) e (94) indica que a força exercida 
pela mola sobre o objeto aponta, sempre, para a posição de equilíbrio 
O. Ou seja, sendo a constante da mola positiva, se 0x >  (correspon-
dendo a posições da mola distendida), 0mF <  ( mF


 e i


 possuem sen-

tidos opostos). Para 0x <  (mola comprimida), 0mF >  ( mF


 e i

 têm o 

mesmo sentido).

Significa, então, dizer que cessando a ação da força F


 sobre o corpo 
(por exemplo, na posição x a= ) e ficando este sujeito apenas à força 
elástica da mola (força resultante), ele executará um movimento os-
cilatório (entre x a=  e x a= − ). Nestas condições, qual é o trabalho 
realizado pela força da mola sobre o objeto quando ele se movimenta, 
por exemplo, de 1x  a 2x , alongando a mola (figura 3.14)?

Figura 3.14

De 1x  a 2x , o trabalho da força elástica da mola é: 

2 2

1 1

     ( )     , 
mF m

x x
W F x dx kx dx

x x
= = −∫ ∫         (95)

2

1

2

     , [ ]
2m

x

F
x

kxW = −
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2 2
2 1     (   ). 

2 2mF
kx kxW = − −                (96)

Como a força elástica da mola é a força resultante sobre o objeto, 
2 2

2 1     . 
2 2mF

mv mvW = −                       (97)

Da igualdade das relações (96) e (97):
2 2 2 2
2 1 2 1 (   )    . 

2 2 2 2
kx kx mv mv

− − = −            (98)

A eq. (98) relaciona variações em duas quantidades físicas: da energia 
cinética do corpo, 2 2mv  e de 2 2kx , uma outra energia, vinculada à 
mola, chamada energia potencial elástica. Estas variações são iguais 
e opostas. Diminuindo a energia cinética do corpo, aumenta a ener-
gia potencial elástica da mola e vice-versa. Em outras palavras, como 
não há forças dissipativas atuando no sistema massa-mola, a energia 
mecânica é constante em cada ponto da trajetória. 

Designando por 
1

 kU
 
e 

2
,kU  respectivamente, as energias potenciais 

elásticas da mola em 1x  e 2x  e reagrupando os termos da eq. (98), 
obtém-se:

2 2 2 2
1 1 2 2      , 

2 2 2 2
mv kx mv kx

+ = +                     (99)

1 21 2
      , k kK U K U+ = +                 (100)

1 2    ...  . nE E E= = =         (101)

3.8 O relacionamento teoria-problema: segunda parte

Exemplo 7

Um corpo executa um movimento oscilatório sobre uma superfície 
horizontal preso a uma das extremidades de uma mola ideal dispos-
ta horizontalmente. A outra extremidade da mola encontra-se fixa. 
Demonstre que a relação existente entre o trabalho da força de atrito 
cinético,  

cf
W , quando o corpo se movimenta de 1x  a 2x , distendendo a 

mola, e as energias mecânicas do sistema massa-mola nestas posi-
ções, 1E  e 2E , respectivamente, é: 

1 2      . 
cf

W E E+ =
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Solução:

Figura 3.15

A força elástica da mola e a força de atrito cinético são as forças 
que realizam trabalho sobre o corpo durante o seu deslocamento 
de 1x  a 2x , assim:

   , 
rFW K= ∆                   (102)

     . 
c mf FW W K+ = ∆             (103)

Sendo m a massa do corpo em movimento oscilatório, k  a cons-
tante elástica da mola e 1v  e 2v  , respectivamente, as velocidades 
de m em 1x  e 2x  resulta:

2 2
2 1

2

1

          , 
2 2cf

x mv mvW kx dx
x

+ − = −∫
2

1

2 22
2 1        , [ ]

2 22c

x

f
x

mv mvkxW − = −

2 2 2 2
2 1 2 1   (   )     , 

2 2 2 2cf
kx kx mv mvW − − = −

2 2 2 2
1 1 2 1          , 

2 2 2 2cf
mv kx mv kxW + + = +           (104)

1 2      . 
cf

W E E+ =      (105)

Não há, portanto, conservação da energia mecânica do sistema. 
Como 0 

cf
W <  , 2 1E E<  .

Exemplo 8

Um corpo executa um movimento oscilatório sobre uma superfície 
horizontal lisa preso a uma das extremidades de uma mola ideal dis-
posta horizontalmente (a outra extremidade da mola encontra-se 
fixa). Durante um certo intervalo de tempo no qual o corpo se mo-
vimenta de 1x  ( 1 0x < ) a 2x  ( 2 0x < ), comprimindo a mola (figura 3.16), 
age sobre ele uma força horizontal constante na direção e sentido 
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do movimento. Demonstre que, neste trecho, não há conservação da 
energia mecânica do sistema massa-mola. 

Figura 3.16

Solução:

A força horizontal e a força elástica da mola são as forças que 
realizam trabalho sobre o corpo durante o seu deslocamento de 

1x  a 2x , assim:
   , 

rFW K= ∆                   (106)

         . 
mF FW W K+ = ∆               (107)

Sendo m a massa do corpo, k  a constante elástica da mola, 1v  e 2v  
as intensidades das velocidades de m em 1x  e 2x , respectivamente, 
e, ainda, 1E  e 2E  as energias mecânicas do sistema massa-mola 
em 1x  e 2x , resulta:

2 2
2 1

2

1

          , 
2 2F

x mv mvW kx dx
x

+ − = −∫
2

1

2 22
2 1        , [ ]

2 22

x

F
x

mv mvkxW − = −

2 2 2 2
2 1 2 1   (   )     , 

2 2 2 2F
kx kx mv mvW − − = −

2 2 2 2
1 1 2 1          , 

2 2 2 2F
mv kx mv kxW + + = +              (108)

1 2      . FW E E+ =           (109)

Como o trabalho da força F


 no trecho em questão é:

2 1              0, FW F x x= − >                   (110)

a energia mecânica do sistema massa-mola em 2x  é maior do 
que em 1 x , não havendo, portanto, a sua conservação.
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3.9 Forças conservativas

Nas seções 3.3 e 3.7, chegou-se à conservação da energia mecânica 
estudando-se, respectivamente, o movimento vertical de um projétil e 
o movimento oscilatório de um corpo preso a uma das extremidades 
de uma mola horizontal.

Obteve-se esta conservação, em cada caso, relacionando-se os traba-
lhos realizados pela força peso e pela força elástica da mola a varia-
ções de uma função energia potencial (gravitacional no caso da força 
peso e elástica no caso da força exercida pela mola sobre o móvel a ela 
preso) e associando-se estas variações a variações iguais e opostas 
nas correspondentes energias cinéticas dos corpos em movimento.

Por outro lado, os exemplos 1 e 8 ilustram situações de não conserva-
ção da energia mecânica. Por quê?

Porque, nestes casos, não foi possível relacionar nenhuma função 
energia potencial nem à força de tração da corda, T


, no exemplo 1, e 

nem à força F


, na situação explorada pelo exemplo 8. Isto é, não há 
nenhuma variação de energia potencial associada aos trabalhos rea-
lizados por estas forças. 

Portanto, as forças peso e elástica parecem possuir propriedades que 
outras forças, como o atrito, não têm. De fato, as forças peso e elástica 
são forças conservativas. 

Forças conservativas não alteram a energia mecânica de um sistema. 
Deste modo, o trabalho de uma força conservativa em um percur-
so fechado é nulo.

Assim, no caso de um projétil arremessado verticalmente para cima 
(figura 3.17) tem-se que o trabalho da força peso no trecho:

Figura 3.17
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a) ab (do ponto de lançamento à altura  máxima) é: 

0( )        (     ); P abW mg y y= − −                              (111)

b) ba (retorno do projétil ao ponto de lançamento) é: 

0( )       (     ); P baW mg y y= −                                 (112)

c) aba (percurso fechado) é:
( )     ( )     ( )      0. P aba P ab P baW W W= + =                (113)

Analogamente, no caso de um corpo oscilante preso a uma das ex-
tremidades de uma mola horizontal (figura 3.18), o trabalho da força 
elástica da mola sobre o corpo no trecho: 

            

Figura 3.18

a) ab (do ponto onde a mola encontra-se distendida de 0x  em relação 
ao seu comprimento normal até o seu alongamento máximo) é:

22
0( )      (     ); 

2 2mF ab
kxkxW = − −         (114)

b) ba (retorno do móvel a 0x ) é:
22
0( )      (     ); 

2 2mF ba
kxkxW = −                                                       (115)

c) aba (percurso fechado) é:
( )     ( )     ( )      0. 

m m mF aba F ab F baW W W= + =     (116)

A força de atrito cinético é uma força não conservativa. Ela dissipa 
energia mecânica de um sistema físico. Um caso concreto, a seguir, 
ilustra este fato.

Admita, por exemplo, que um objeto de massa m seja impulsionado 
para cima a partir da base de uma rampa inclinada de um ângulo   
sobre a horizontal (figura 3.19). Seja 0 v  a intensidade da velocidade de 
lançamento, d a distância percorrida pelo corpo até parar e c  o coe-
ficiente de atrito cinético. Nestas condições, verifica-se que o trabalho 
realizado pela força de atrito cinético:

a) entre o ponto de lançamento e a altura máxima atingida pelo objeto é: 
( )            ; 

cf ab c cW f d mgcos d = − = −           (117)
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b) no retorno do móvel ao ponto de partida é:
( )            ; 

cf ba c cW f d mgcos d = − = −                (118)

c) no percurso fechado aba é:
( )     ( )     ( ) ,  

c c cf aba f ab f baW W W= +

( )      2  . 
cf aba cW mgcos d = −            (119)

Figura 3.19

Como se vê, o trabalho da força de atrito cinético no percurso fechado 
aba não é nulo. E é exatamente por este motivo que não há conserva-
ção da energia mecânica deste sistema. 

Assim, designando por  v  a intensidade da velocidade de retorno ao 
ponto de lançamento e sabendo que, no percurso fechado aba, além 
da força de atrito também o peso realiza trabalho sobre o móvel, 
pode-se escrever que:

   , 
rFW K= ∆               (120)

22
0( )     ( )         ,   

2 2cP aba f aba
mvmvW W+ = −             (121)

00    ( )         ,  
cf abaW E E+ = −

0 ( )         ,  
cf abaW E E+ =  (122)

02           . cmgcos d E E − + =             (123)

A seguir, considere que um corpo se movimente de um ponto a a outro b 
(figura 3.20) por um certo caminho (trajetória 1) e que retorne novamente 
a a, seguindo um percurso diferente do anterior (trajetória 2). Suponha, 
igualmente, que sobre este corpo atue uma força conservativa consF


. 

Figura 3.20

Sendo nulo o trabalho exercido por uma força conservativa em um 
percurso fechado, os trabalhos realizados pela força consF


 ao longo 
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dos trajetos 1 e 2, ,1( )
consF abW  e ,2( )

consF baW , respectivamente, estão rela-
cionados pela equação:

,1 ,2( )     ( )     0, 
cons consF ab F baW W+ =                (124)

,1 ,2( )       ( ) .  
cons consF ab F baW W= −                   (125)

Admita, agora, que o movimento de ida e volta do objeto entre os 
pontos a e b ocorra ao longo de uma mesma trajetória, por exemplo a 
trajetória 1 (figura 3.21). Neste caso:

,1 ,1( )     ( )     0, 
cons consF ab F baW W+ =                 (126)

,1 ,1( )       ( ) .  
cons consF ab F baW W= −             (127)

Figura 3.21

Da igualdade das relações (125) e (127) segue, então, que: 

,1 ,2( )       ( ) .  
cons consF ba F baW W=                                                         (128)

Desta forma, não importa se o corpo movimenta-se de b para a ao 
longo da trajetória 1 ou segundo a trajetória 2. O trabalho realizado 
pela força consF


, em ambos os casos, é o mesmo.

Assim, o trabalho realizado por uma força conservativa entre dois 
pontos quaisquer não depende da trajetória seguida pelo móvel entre 
estes dois pontos.

3.10 O relacionamento teoria-problema: terceira parte

Exemplo 9

Uma bolinha de gude de massa m, situada no ponto mais alto de uma 
esfera de raio R, desliza, a partir do repouso e sem atrito, sobre a 
esfera, que se mantém imóvel. Determine o ângulo c  para o qual a 
bolinha abandona a esfera. 
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Figura 3.22

Solução:

Dados e incógnita:

A: ponto de partida da bolinha

B: ponto em que a bolinha deixa a esfera 

  0Av =

R: raio da esfera

m: massa da bolinha

   ?c =  (ângulo correspondente ao arco AB)            

Figura 3.23

A força centrípeta sobre a bolinha, em seu movimento de A a B, é:
2

    , r
mvF
R

Σ =

2

g         . mvm cos N
R

 − =        (129)

No ponto B, a esfera não mais exerce força sobre a bolinha. 
Assim: 2

g     . B
c

mvm cos
R

 =                          (130)

Para encontrar a velocidade da bolinha no ponto B em função de 

c , faz-se uso da conservação da energia mecânica do sistema, 
pois a força normal não realiza trabalho sobre a bolinha e o peso é 
uma força conservativa. Deste modo, e de acordo com a posição e 
orientação do referencial mostrado na figura 3.23, obtém-se:
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    ,A BE E=                          (131)
2

        , 
2

B
c

mvmgR mgRcos= +          (132)

2

     (1    ), 
2
B

c
v gR cos= −

2     2  (1    ). B cv gR cos= −                 (133)

De (133) em (130), determina-se c : 
      2  (1    ),  c c

mmg cos gR cos
R

 = −

      2 (1    ),  c ccos cos = −

2     . 
3c arc cos =      (134)

Exemplo 10

Uma pequena esfera, de massa m, presa à extremidade de um fio ide-
al, gira em um círculo vertical de raio R. Demonstre que a tensão no 
fio, quando a esfera se encontra no ponto mais baixo da trajetória, 
excede a tensão no ponto mais alto de um valor igual a seis vezes o 
peso da esfera. 

Solução:

Dados e incógnita	

m

R

g						     Figura 3.24 - As intensidades  
das forças não estão em escala.

    6B AT T mg= +  (demonstrar)                                                     

Aplicando a relação:                          
2

    , r
mVF

R
Σ =          (135)

para os pontos mais alto e mais baixo da trajetória, nos quais as 
intensidades da velocidade e da tração na corda são, respectiva-
mente, iguais a AT  e Av  e BT  e Bv , resulta:

2

           A
A

mvT mg
R

+ =             (136)

e
2

        . B
B

mvT mg
R

− =                (137)
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Subtraindo as equaçãos (137) e (136): 
2 2        2     (     ). B A B A

mT T mg v v
R

− − = −            (138)

Como a tração não realiza trabalho e o peso é uma força conser-
vativa, há conservação da energia mecânica do sistema. Deste 
modo: 

    .B AE E=                (139)

Considerando nula a energia potencial em B, tem-se:
2 2

     2     , 
2 2

A Bmv mvmg R+ =

2 2        4 . B Av v gR− =                             (140)

De (140) em (138):
        2     (4 ), B A

mT T mg gR
R

− − =

        6 , B AT T mg= +                  (141)

como se queria demonstrar.

Exemplo 11

Encontre a altura máxima atingida por um projétil lançado com uma 
velocidade de módulo 0v  inclinada de um ângulo 0  com a horizon-
tal. A intensidade da aceleração da gravidade em todo o percurso é 
constante e igual a g . Despreze a resistência do ar. Utilize, necessa-
riamente, considerações de energia para resolver esta questão.

Solução:

Dados e incógnita:	

  ?my = 	  

0v  

0

g

                                                                              Figura 3.25

Depois do lançamento, a única força que age sobre o projétil é a 
força de atração da Terra. Como o peso é uma força conservativa, 
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a energia mecânica é a mesma em qualquer ponto da trajetória. 
Assim, considerando os pontos de coordenadas (0,0) e ( 2, )mA y
(figura 3.25) e sendo m  a massa do projétil, resulta:

2 2
0         . 

2 2 m
mv mv mgy= +                      (142)

A velocidade do projétil no ponto mais alto da trajetória é:

0 0        . xv v v cos= =           (143)

De (143) em (142), obtém-se my :
2 2 2
0 0 0        , 
2 2 m
v v cos gy

= +

2
20

0     (1    ), 
2m
vy cos
g

= −

2 2
0 0    . 

2m
v seny

g


=                (144)

Discussão:

Como o movimento de um projétil é o resultado da combinação 
de dois movimentos perpendiculares e independentes, o cálculo 
da altura máxima dispensa qualquer consideração sobre o afasta-
mento horizontal do projétil em relação ao ponto de lançamento. 
Em termos de direção y , o que se tem é um objeto arremessado 
para cima, com velocidade 0 0 0 = 

y
v v sen . Sob a influência da for-

ça peso, esta velocidade vai a zero no ponto de altura máxima. 
Escrevendo, então, a conservação da energia mecânica para os 
pontos de coordenadas (0,0) e (0, )my , resulta:

2
0     ,

2
y

m

mv
mgy=                                                                 (145)

2 2
0 0     ,

2 m
mv sen mgy

=

2 2
0 0    . 

2m
v seny

g


=                        (146)

Exemplo 12

Calcule a intensidade da velocidade do objeto no ponto B  (figura 3.26), 
por considerações de energia. 
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Dados: 4,0 kgm = , 10,0 m sAv = , 14,0 NF = , 5,0 md = ,  0,3 =  e  
210,0 m sg = .  

Figura 3.26

Solução:

Como a força F


 e a força de atrito cinético são forças não conser-
vativas, os trabalhos destas forças no trecho AB e as energias me-
cânicas do objeto em A e em B estão relacionados pela equação: 

            , 
cA F f BE W W E+ + =             (147)

na qual
2

  
2

A
A

mE v
= ;   

2

    , 
2

B
B

mvE =                 (148)

       FW F d=   

e 

      .
cf cW mg d= −               (149)

Das relações acima em (147): 
2 2

    (   )     . 
2 2

A B
c

mv mvF mg d+ − =           (150)

Substituindo-se os valores numéricos correspondentes a estas 
grandezas, obtém-se Bv :

2200    (14    12)5    2 , Bv+ − =

m    105     10,25  . 
sBv = =          (151)

Discussão:

Reagrupando os termos na eq.(150), chega-se (como era natu-
ral de se esperar), a um resultado bem conhecido no estudo da 
dinâmica: 

2 2(   )       (     ),  
2c B A
mF mg d v v− = −               (152)
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2 2(     )        ,  
2 

B A
c

v vF mg m
d


−

− =
 

       ,  cF mg m a− =              (153)

       . x rF F m a= =∑         (154)

Exemplo 13

Um fio, de massa desprezível, passando por uma polia lisa, liga dois 
corpos A  e B, de massas respectivamente iguais a 10 kgAm =  e 

15 kgBm = , como mostra a figura 3.27. Ao se romper o fio que pren-
de B a um suporte fixo, o sistema entra em movimento, sem atrito. 
Nestas condições, calcule a intensidade das velocidades dos corpos 
depois deles percorrerem 70 cm  ao longo de suas respectivas super-
fícies de apoio. 

Figura 3.27

Solução:

Dados e incógnita:

  10 kgAm = 	

  15 kgBm =

  0,7 md =

0  30 =

  ?v =                                                            Figura 3.28

Tendo em vista que: 

a) a força peso é uma força conservativa; b) não há atrito no 
movimento dos corpos e c) a soma dos trabalhos da força de tração 
sobre A e B é nula, há conservação da energia mecânica do sistema 
constituído pelos corpos A , B, fio (ideal) e roldana (ideal).
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Designando por iE  a energia mecânica do sistema no instante 
em que se parte o fio que prende B ao suporte fixo e por fE  a 
energia mecânica do sistema depois de A (e de B) ter percorrido 
uma distância ,d  pode-se escrever, de acordo com a posição e 
orientação do referencial escolhido, que:

    , i fE E=                           (155)
2 2

                   , 
2 2
A B

A A B B B B
m v m vm g h m g h m g h+ = + +    (156)

Isto é, o sistema adquire energia cinética às custas da perda 
de energia potencial gravitacional do corpo A , já que não há 
variação de energia potencial gravitacional do corpo B  durante 
o deslocamento dos objetos. Assim: 

2(   )      ,  
2

A B
A

m m vm g dsen +
=  

2      ,   
  

A

A B

m g dsenv
m m


=

+
            (157)

02(10)(10)(0,7) 30 m        1,67 .   
10  15 s

senv = =
+

         (158)

Discussão:

Se houvesse atrito no movimento dos corpos, a intensidade das 
velocidades de A e de B , depois de percorrerem a distância d , 
seria 'v  ( 'v v< ), devido a não conservação da energia mecânica 
do sistema. Designando por 

cAfW  e 
cBfW  os trabalhos das forças 

de atrito cinético sobre A  e B , resultaria, neste caso: 
            , 

cA cBi f f fE W W E+ + =                      (159)

no qual
        ,  i A B BE m gdsen m gh= +            (160)

2(   ) '        , 
2

A B
f B

m m vE m gh+
= +            (161)

        
cAf cA AW m gcos d = −          (162)

e

      ,  
cBf cB BW m g d= −               (163)

sendo cA  e cB  os coeficientes de atrito cinético de A  e B  com 
as respectivas superfícies de apoio. 
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Exemplo 14

No sistema mostrado na figura 3.29, uma mola ideal, de constante 
elástica igual a 400 N m , encontra-se comprimida entre dois car-
rinhos A  e .B  O sistema entra em movimento a partir do repouso, 
quando o fio que liga os carrinhos é cortado. Como a mola não está 
fixa a nenhum dos corpos, ela cai sobre a superfície horizontal quan-
do atinge o seu comprimento normal. Neste instante, as intensidades 
das velocidades de A  e de B  são, respectivamente, iguais a 8m s  e 
4m s . Determine a energia potencial elástica máxima da mola. Des-
preze o atrito. Considere 12kgAm =  e 15kg

B
m = . 

Figura 3.29

Solução:

Dados e incógnita:

  400 N mk =

0 0    0
A B

v v= =

8 m sAv = ;   12 kgAm =

4 m sBv = ;   15 kgBm =

  ?mU =

Figura 3.30

As forças exercidas entre cada carrinho e a mola são forças inter-
nas. Sendo nula a força resultante externa sobre o sistema (car-
rinho + mola), o seu momento linear é o mesmo em qualquer 
instante, isto é: 

    , 
extr

dPF
dt

=



                         (164)

(     )0    , A Bd p p
dt
+

=
 
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        vetor constante,  A Bp p+ =
 

             (165)

Como o momento linear inicial do sistema é nulo: 
        0.  A Bp p+ =

 
                        (166)

Admitindo-se que o movimento se processa na direção x  e que 
o sentido do momento linear de B coincida com o da orientação 
positiva do eixo ox  (figura 3.30), resulta:
(    )     0 , A A B Bm v m v i i− + =

 

    . A A B Bm v m v=          (167)

Como não há forças não conservativas agindo sobre o sistema, 
a sua energia mecânica é constante. Esta energia é a que existe 
"armazenada" na mola, mU . 

À medida que a mola vai se descomprimindo, a sua energia po-
tencial elástica diminui; em contrapartida, cresce a energia ci-
nética dos carrinhos. Designando por mx  a compressão máxima 
da mola, e por 'x  a sua compressão no instante em que as in-
tensidades das velocidades dos carrinhos são '

Av  e '
Bv , pode-se 

escrever que:
2 '2 '2 '2

            ,  
2 2 2 2

m A A B Bkx m v m v kx
= + +          (168)

'2 '2 '2

m             .   
2 2 2
A A B Bm v m v kxU = + +                   (169)

Quando não há mais interação entre a mola e os carrinhos, ' 0x =  
e a energia mecânica do sistema é igual à energia cinética dos 
dois carrinhos,

2 2

m         ,  
2 2
A A B Bm v m vU = +                  (170)

Assim, 2 2

m
(12)(8) (15)(4)        ,  

2 2
U = +

m     504 J. U =                      (171)

3.11 Potência

Quando uma força realiza trabalho, em muitas situações, é relevan-
te saber em quanto tempo ele é executado. Denomina-se potência à 
grandeza física relacionada à rapidez com que um trabalho é feito.
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Se um trabalho W for executado em um intervalo de tempo Δt, a po-
tência média P  é definida por:

WP
t

=
∆

.                (172)

A potência em um determinado instante, ou seja, a potência instan-
tânea é obtida tomando-se o limite da equação (172) quando Δt tende 
a zero:

0t

W dWP lim
t dt∆ →

= =
∆

.            (173)

A unidade de potência no Sistema Internacional de Unidades é o watt 
(W).

1 watt = 1joule
1 segundo

,

J1 W  1
s

= . 	 (174)

A potência de motores (carros, barcos etc.) é, muitas vezes, expresssa 
em termos da unidade hp (horsepower):
1 hp = 746 W. 	 (175)

3.12 O relacionamento teoria-problema: quarta parte

Exemplo 15

Determine a potência média fornecida por um guincho para elevar 
um bloco de granito ao longo de um plano inclinado.

Resolução:

As grandezas relevantes para a solução deste problema aberto 
são as seguintes:

m: massa do bloco de granito;

gF


: força (constante) com que o guincho puxa o bloco;

d


: deslocamento do bloco (módulo d);

h: altura do plano inclinado;

Figura 3.31 - James Watt

O nome watt foi dado à 
unidade de potência (no SI) 
em homenagem ao enge-
nheiro escocês James Watt 
cujas melhorias no motor 
a vapor, em 1769, tiveram 
um papel fundamental na 
Revolução Industrial.
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x: comprimento da base do plano inclinado;

g: intensidade da aceleração da gravidade; 

a: intensidade da aceleração do bloco; 

µc: coeficiente de atrito cinético;

t1: tempo que o bloco leva para subir, com velocidade constante, 
a rampa lisa;

t2: tempo que o bloco leva para subir, com velocidade constante, 
a rampa com atrito;

t3: tempo que o bloco leva para subir, com aceleração constante, 
a rampa com atrito.

O cabo e a roldana são ideais.

Figura 3.32

Hipótese 1: O bloco é puxado com velocidade constante em um 
plano inclinado liso (atrito desprezível). O cabo do guincho é 
paralelo à rampa. 

Figura 3.33

0,xF =∑     

Fg = mg sen θ,	 (174)

sendo θ o ângulo entre o plano inclinado e a horizontal.
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O trabalho realizado pelo (motor do) guincho para puxar o bloco 
sobre a rampa, através de uma distância d, é:

.d.FW g


= 	 (175)

O ângulo entre a força gF


 e o deslocamento d


 é 0o. Logo,

W = Fg d cos0o,

W = mg sen θ d.	 (176)

Portanto, a potência média fornecida pelo guincho é dada por:

,
t
WP

1
= 	 (177)

1

.mg sen dP
t


=
	

(178)

Expressando este resultado em função da altura h, vem:

1

.mg hP
t

= 	 (179)

Hipótese 2: O bloco é puxado com velocidade constante, mas o 
atrito não é desprezível. O cabo do guincho é paralelo ao plano 
inclinado.

Figura 3.34

0,xF =∑  
Fg – mg senθ – fc = 0,	 (180)

Fg – mg sen θ – µc mg cosθ = 0,                           

Fg = mg (sen θ  +µc cosθ).	 (181)

O trabalho realizado pelo (motor do) guincho para deslocar o 
bloco por uma distância d, sobre a rampa, é:

.d.FW g


=
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W = Fg d,

W = mg (d sen θ  +µc d cosθ),	 (182)

W = mg (h +µc x).	 (183)

A potência média fornecida pelo guincho resulta:

,
t
WP

2
= 	 (184)

2

( )cmg h xP
t
+

= .	 (185)

Hipótese 3: O bloco é puxado, a partir do repouso, com aceleração 
constante. O cabo do guincho é paralelo ao plano inclinado.

,xF ma=∑
Fg – mg senθ – fc = ma,	                                                 

Fg –  mg sen θ – µc mg cosθ = ma,

Fg = ma + mg (sen θ  +µc  cosθ).	 (186)

O trabalho realizado pelo (motor do) guincho para elevar o bloco 
até o topo da rampa resulta:

W = Fg d,

W = ma d +mg (d sen θ +µc d cosθ),

W = ma d +mg (h +µc x).	 (187)

A potência média fornecida pelo guincho é:

,
t
WP

3
= 	 (188)

3

( ) .cm a d mg h xP
t

+ +
=

	
(189)
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Resumo

Trabalho

O trabalho W realizado por uma força constante F


 sobre um corpo, 
enquanto este efetua um deslocamento d


, é:

.W F d=


.

Se a força tiver direção constante e intensidade variável, o trabalho 
realizado pela força ( )F x  entre 1x  e 2x  resulta:

2

1

    ( ) . 
x

W F x dx
x

= ∫                                                                            

Energia cinética

A energia cinética de um corpo K  está associada ao seu movimento 
e é dada pela equação:

2 2K mv= . 

A relação quantitativa entre o trabalho realizado pela força resultante 
sobre um corpo e a variação da energia cinética deste corpo pode ser 
escrita como:

.W K= ∆   

Energia potencial 

A energia potencial U de um sistema está associada às posições rela-
tivas entre os seus corpos.

Energia potencial gravitacional

A variação da energia potencial gravitacional de um sistema constitu-
ído por um corpo e a Terra (mTerra >> mcorpo ) é:

U mg y∆ = ∆ ,

na qual y∆  é a distância entre o objeto e a superfície da Terra.

Geralmente, considera-se a energia potencial gravitacional nula em  
y = 0, de modo que pode-se dizer que a energia potencial gravitacio-
nal do corpo em y é:
U mgy= .
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Energia potencial elástica

A energia potencial elástica de uma mola distendida ou comprimida 
de x, em relação à sua posição de equilíbrio, é:

21
2

U kx= .

Energia mecânica

A energia mecânica E de um sistema é a soma da energia cinética e 
da energia potencial gravitacional e/ou elástica,
E K U= + .

Forças conservativas, não-conservativas e a conservação da energia 
mecânica

Forças conservativas não alteram a energia mecânica de um sistema. 
Desse modo, o trabalho de uma força conservativa em um percurso 
fechado é nulo.

Se só atuarem forças conservativas:

1 1 2 2E K U K U= + = + .

Quando agem forças não-conservativas no sistema, o trabalho rea-
lizado por elas em um percurso fechado não é nulo. Assim, não há 
conservação da energia mecânica neste sistema.

Lei da conservação da energia 

Em sistemas isolados, a energia pode se transformar de uma forma 
em outra, mas a energia total, incluindo as formas não-mecânicas, 
permanece a mesma.

Potência

Denomina-se potência à grandeza física relacionada à rapidez com 
que um trabalho é feito.

Se um trabalho W for executado em um intervalo de tempo ∆t, a po-
tência média P  é definida por:

WP
t

=
∆

.                                                                                                                      
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A potência em um determinado instante, ou seja, a potência instan-
tânea, é dada por:

0t

W dWP lim
t dt∆ →

= =
∆

.                                                                                   
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